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SERIES NUMÉRIQUES  

 

Définition : Soit (xn) une suite. La suite des sommes partielles de (xn) est définie comme :  

sn = ∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=0  = x0 + x1 + … xn. 

Si sn → s ∈  ℝ on écris : s = ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=0 . Si sn →  on écris ∑ 𝑥𝑘

∞
𝑘=0  =  et on dit que la série diverge.  

Proposition : Si on supprime un nombre défini de premiers termes d’une série la convergence de la série n’est 

pas affectée : ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  = x1 + … + xm-1 + ∑ 𝑥𝑘

∞
𝑘=𝑚 . 

Proposition  

i) Si  ∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=0  = s  𝑥𝑘→ 0.  

ii) Si ∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=0  converge alors  ε > 0 il existe n0  ℕ t.q.  n ≥ n0 , |∑ 𝑥𝑘

∞
𝑘=𝑛+1 | < ε.  

Exemples :  

i) La série géométrique : ∑ 𝑥𝑘𝑛
𝑘=0 .  

• Si x = 1 alors sn = n + 1,  

• Si x ≠ 1 on a sn = 1 + x + x2 + … + xn = 
𝑥𝑛+1−1

𝑥−1
 

On a deux cas :  

o Si |𝑥|≥ 1 alors |𝑥𝑘| = |𝑥|𝑘 ≥ 1 et 𝑥𝑘 ↛0. Donc la série diverge.  

o Si |𝑥| < 1 alors 𝑥𝑛+1→ 0 et sn → 
1

𝑥−1
, ou autrement ∑ 𝑥𝑘𝑛

𝑘=0  = 
1

𝑥−1
.  

ii) Séries télescopiques.  

Soit la suite (xk) telle que : xk = bk – bk+1 k  ℕ, bk une autre suite.  

Alors la série ∑ 𝑥𝑘𝑛
𝑘=1  converge  bk converge.  

En fait, sn = x1 + x2 + … + xn = (b1 – b2) + …+ (bn – bn+1) = b1 – bn+1. Alors bn → b  sn → b1 – b.  

Ex : ∑
1

𝑘(𝑘+1)

𝑛
𝑘=1 . Alors xk = 

1

𝑘(𝑘+1)
 = 
1

𝑘
 - 

1

𝑘+1
 = bk – bk+1, où bk = 

1

𝑘
.  

Donc sn = x1 + x2 + … + xn = (1 - 
1

2
) + … + (

1

𝑛
−

1

𝑛+1
 ) = 1 - 

1

𝑛+1
 → 1. On conclure que ∑

1

𝑘(𝑘+1)

𝑛
𝑘=1  = 1.  

Théorème de Cauchy 

La série ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  converge   ε > 0 il existe n0  ℕ t.q. si n0 m  n on a :  

|∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=𝑚+1 | = |𝑥𝑚+1 +⋯+ 𝑥𝑛 | < ε 

Exemple : La série harmonique ∑
1

𝑘

∞
𝑘=1  qui diverge.  
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 Séries avec des termes non négatifs.  

Théorème : Soit (xk) suite avec xk ≥ 0  k  ℕ. La série ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  converge  la suite (sn) des sommes partielles 

est majorée. Si (sn) n’est pas bornée alors ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  = .  

Exemple : ∑
1

𝑘

∞
𝑘=1  = +.  

Théorème : Soit (xk) suite avec xk > 0, ak → 0 et ak décroissante. La série ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  converge  la série 

∑ 2𝑘𝑥2𝑘
∞
𝑘=0  converge.  

Exemples :  

i) ∑
1

𝑘𝑝
∞
𝑘=1  où p > 0. On a xk = 

1

𝑘𝑝
. Comme p > 0 (ak) ↘ et ak → 0. Soit la série ∑ 2𝑘𝑥2𝑘

∞
𝑘=0  = ∑ 2𝑘

1

(2𝑘)𝑝
∞
𝑘=0  = 

∑ (
1

2𝑝−1
)
𝑘

∞
𝑘=0 . La dernière est une série géométrique avec xp = 

1

2𝑝−1
.  

o Si xp = 
1

2𝑝−1
 < 1 

𝑝>1
⇒   la serie converge.  

o Si xp = 
1

2𝑝−1
 ≥ 1 

𝑝 1
⇒   la serie diverge.  

Alors la série ∑
1

𝑘𝑝
∞
𝑘=1  converge si p > 1 et diverge si 0 < p  1. 

ii) ∑
1

𝑘(𝑙𝑜𝑔𝑘)𝑝
∞
𝑘=2 , p > 0. La série converge si p > 1 et diverge si 0 < p  1.  

 Critères Generals 

Définition : On dit que la série ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  converge absolument si la série ∑ |𝑥𝑘|

∞
𝑘=1  converge.  

Proposition : Si la série ∑ 𝑥𝑘
∞
𝑘=1  converge absolument alors la série ∑ 𝑥𝑘

∞
𝑘=1  converge.  

Exemples 

i) La série ∑
(−1)𝑘−1

𝑘2
∞
𝑘=1  converge car ∑ |

(−1)𝑘−1

𝑘2
|∞

𝑘=1  = ∑
1

𝑘2
∞
𝑘=1  qui est convergente ( ∑

1

𝑘𝑝
∞
𝑘=1  avec p = 2 > 1)  

ii) La série ∑
(−1)𝑘−1

𝑘

∞
𝑘=1  ne converge pas absolument car ∑ |

(−1)𝑘−1

𝑘
|∞

𝑘=1  = ∑
1

𝑘

∞
𝑘=1   (série harmonique) diverge. 

Cependant la série converge mais pas absolument.  

Théorème (critère de comparaison)  

Soit les séries ∑𝑎𝑘 et ∑𝑏𝑘 avec bk > 0  k  ℕ. On suppose qu’il existe M > 0 tel que |𝑎𝑘|M·bk  k  ℕ et 

que la série ∑𝑏𝑘converge. Alors la série ∑𝑎𝑘converge absolument.  

Théorème (comportement équivalente)  

Soit les séries ∑𝑎𝑘 et ∑𝑏𝑘 avec ak, bk > 0  k  ℕ. On suppose que lim
𝑘→∞

𝑎𝑘

𝑏𝑘
 = l > 0. Alors la série  ∑𝑏𝑘 

converge  ∑𝑎𝑘 converge.  
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Exemples  

i) La série ∑
sin (𝑘𝑥)

𝑘2
∞
𝑘=1 , x  ℝ. On a |

sin (𝑘𝑥)

𝑘2
|  

1

𝑘2
. Puisque la série ∑

1

𝑘2
∞
𝑘=1  converge, la série donnée 

converge absolument.  

ii) Soit la série ∑
k+1

𝑘4+𝑘2+3

∞
𝑘=1 . Si ak = 

k+1

𝑘4+𝑘2+3
 et bk = 

1

𝑘3
 on a 

𝑎𝑘

𝑏𝑘
 = 

𝑘4+𝑘3

𝑘4+𝑘2+3
 → 1 > 0. Comme la série ∑

1

𝑘3
∞
𝑘=1  

converge on a que la serie ∑
k+1

𝑘4+𝑘2+3

∞
𝑘=1  converge aussi.  

iii) Soit la série ∑
k+1

𝑘2+2

∞
𝑘=1 . Si bk = 

k+1

𝑘2+2
 , ak = 

1

𝑘
 alors 

𝑎𝑘

𝑏𝑘
 = 
𝑘2+2

𝑘2+𝑘
 → 1 > 0. Comme la série ∑

1

𝑘

∞
𝑘=1  diverge, la 

serie ∑
k+1

𝑘2+2

∞
𝑘=1  diverge aussi.  

Théorème (Critère d’ Alembert) 

Soit ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  avec des termes non nuls. 

i) Si  lim
𝑘→∞

|
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
| < 1  ∑ 𝑎𝑘

∞
𝑘=1  converge absolument.  

ii) Si lim
𝑘→∞

|
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
| > 1  ∑ 𝑎𝑘

∞
𝑘=1  diverge.  

Si lim
𝑘→∞

|
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
| = 1 on n’a pas de conclusion par le théorème.  

Exemple :  

i) La série ∑
1

𝑘

∞
𝑘=1  diverge et lim

𝑘→∞
|
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
| = lim

𝑘→∞
|
𝑘

𝑘+1
| = 1 mais la serie ∑

1

𝑘2
∞
𝑘=1  converge et lim

𝑘→∞
|
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
| = 

lim
𝑘→∞

|
𝑘2

(𝑘+1)2
| = 1.  

ii) Soit la série ∑
1

𝑘!

∞
𝑘=0 . On a |

𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
| = 

𝑘!

(𝑘+1)!
 = 

1

𝑘+1
 → 0 < 1. Alors la série converge.  

Proposition : Soit  ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  avec ak ≠ 0.  

i) Si lim
𝑘→∞
𝑠𝑢𝑝 |

𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
|< 1  la série ∑ 𝑎𝑘

∞
𝑘=1  converge absolument.  

ii) Si lim
𝑘→∞
𝑖𝑛𝑓 |

𝑎𝑘+1

𝑎𝑘
|> 1 la série ∑ 𝑎𝑘

∞
𝑘=1  diverge.  

Théorème (critère de Cauchy) . Soit ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1  une serie.  

i) lim
𝑘→∞
√|𝑎𝑘|
𝑘

 < 1  la série converge absolument.  

ii) lim√|𝑎𝑘|
𝑘

𝑘→∞

 > 1 la série diverge.  

Si lim√|𝑎𝑘|
𝑘

𝑘→∞

 = 1 on ne peut pas utiliser le théorème.  
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Exemple.  Soit la série ∑
𝑥𝑘

𝑘

∞
𝑘=1 , x ℝ. On a √|𝑎𝑘|

𝑘
 = 
|𝑥|

√𝑘
𝑘  → |𝑥|.  

• Si |𝑥|< 1 alors lim
𝑘→∞
√|𝑎𝑘|
𝑘

 = |𝑥|<1  la série converge absolument.  

• Si |𝑥|> 1  la série diverge.  

• Si |𝑥| = 1 on a deux cas : 

o Si x = 1 on a la série ∑
1

𝑘

∞
𝑘=1  qui diverge.  

o Si x = -1 on obtient la série alternée ∑
(−1)𝑘

𝑘

∞
𝑘=1  qui converge.  

Théorème (Dirichlet). Soit (ak) et (bk) deux suites telles que :  

i) bk > 0  k  ℕ et (bk) décroissante  avec bk → 0.  

ii) La suite des sommes partielles sn = a1 + a2 + … + an de la suite (ak) est bornée.  

Alors la série ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑘
∞
𝑘=1  converge.  

Exemple (critère de Leibniz)  

Série alternée ∑ (−1)𝑘𝑏𝑘
∞
𝑘=1  avec (bk) décroissante   et bk → 0. La série ∑ (−1)𝑘𝑏𝑘

∞
𝑘=1 converge.  
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