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SERIES NUMERIQUES

Définition : Soit (xn) une suite. La suite des sommes partielles de (x,) est définie comme :
Sn =Z;<l=0xk = X0 +X1 + ... Xn.
Sisp —> s € Ronécris: s =Yy Xk. Sisn—> 0 on écris Y5 X, = o et on dit que la série diverge.

Proposition : Si on supprime un nombre défini de premiers termes d’une série la convergence de la série n’est

pas affectée : Ypq X = X1+ ... + Xmel T Dpein Xk

Proposition

i) SiXYiooxr=s=x;,—0.

i) SiYj—oxx converge alors V >0 il existeno € Nt.q. Vn>no, |Xl,q Xkl <e.
Exemples :

i) La série géométrique : Y5 _, x*.

e Six=1lalorssp=n+1,

. xn+1_1
o Six#lonasy=1+x+x2+...+Xp=

x—1
On a deux cas :

o Si|x|>1alors |x;| = |x|¥ > 1 et x, »0. Donc la série diverge.

. 1 1
o Si|x|<1alors x"*1—> 0ets, —> —— Ou autrement Yo xk= —

1) Séries télescopiques.
Soit la suite (xk) telle que : xx = bk — bx+1 Vk € N, bk une autre suite.

k

Alors la série ) ;;_; x converge <> bk converge.

En fait, sp =x1 +x2 + ... + xn = (b1 —b2) + ...+ (bn — bn+1) = b1 — bn+1. Alors by > b < sn = b1 —b.

1 1 1 1
n_ ———. Alors xk = = -—=bg— bk, oubx ==
k=17 (1) K ks 1) Kk ke1 kT Dkl OU DT

Ex:)

1

1 n _
k=1kk+1)

1 1
Doncsp=x1+x2+ ... txa=(1 'E)+ Jr(;—n+1

—1.-L
)=1-—— 1. On conclure que >

Théoreme de Cauchy

La série )= Xj converge <> V ¢ >0 il existe no € N t.q. sinp<m<nona:
22t Xl = P o 2 | <
k=m+1Xk Xm+1 Xn €

, . . 1 ..
Exemple : La série harmonique ;-4 — qui diverge.
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4+ Séries avec des termes non négatifs.

Théoreme : Soit (x) suite avec xk >0 V k € N. La série )5, X) converge < la suite (sn) des sommes partielles

est majorée. Si (sn) n’est pas bornée alors ),z Xy = .
1
Exemple : Y ¥4 — = oo,

Théoreme : Soit (xi) suite avec xk > 0, ak — 0 et ax décroissante. La série ), X, converge < la série

Yo 2K x,k converge.

Exemples :

i) Y, kip oup>0.0naxg= kip' Comme p > 0 (ax) \v et ax — 0. Soit la série Y r—q 25x,x = Xio 2% ﬁ =

k
e )" La derniére est une série géométrique avec x, =
k=0 op-1 . g q p

2p-1°

. p>1 .
o Sixp= i 1 = la serie converge.
. p=1 NP
o Sixp= e 1 = la serie diverge.
;. 1 . . .
Alors la série )54 —p converge sip > I etdivergesi0O<p<1.
. - 1 . . ) .
1) Dihes *ogior P > (. La série converge sip > 1 et divergesi0 <p < 1.

4+ Critéres Generals
Définition : On dit que la série ) ;;-; X converge absolument si la série },;7_,|x; | converge.

Proposition : Si la série ).~ xj converge absolument alors la série )., x; converge.

Exemples
. L £ : Zoo (_1)k_1 Zoo (_1)k_1 — Zoo i : t t Zoo i — 2 > 1
1) Lasérie ), 7 CONVerge car Q=1 [~ 7| = Zk=17; qui est convergente (@ 5 avecp = )

.. , . o« (—DE1
i) Laserlezkle

—-1)k-1 1, ,. . .
ne converge pas absolument car Y-, |% =Yre1 — (série harmonique) diverge.

Cependant la série converge mais pas absolument.

Théoreme (critere de comparaison)

Soit les séries ), a; et Y. by avec by > 0 V k € N. On suppose qu’il existe M > 0 tel que |a,|<M'bk V k € N et

que la série ), byconverge. Alors la série ), a;converge absolument.

Théoreme (comportement équivalente)

Soit les séries ), ay et ), b, avec ax, bk > 0 V k € N. On suppose que llim Z—k =1[> 0. Alors la série Y b

—o0 Dk

converge < ), a; converge.

KALAITZI FANI 0763853810 kalaitzi.fl@gmail.com



mailto:kalaitzi.f@gmail.com

SERIES https://vivelesmaths.blog/

Exemples
. , . o Sin (kx) sin (kx)
i) La série Zk=1k_2’ x € R. On a |——| < . Puisque la série Y- 1k2 converge, la série donnée
converge absolument.
.. . , . k+1 . Ak _ k*+K3 , . w 1
ii) Soit la série }po; ——>—. Siak=———etbk=—ona—=——-——1>0. Comme la série }.;-; —
) Li=1 k*+k2+3 K ke 00K k3 br  k*+kZ+3 Zk‘1k3

iii)

. oo k+l .
converge on a que la serie ), ;-4 s converge aussi.

. , - k+1 . k+1 Ak _ k2+2
Soit la série Y%, —L Si by =~ g == alors X
Yik=1 k2+2 K 2 T b kZ+k

;o 1 ,.
— 1>0. Comme la série Z?ﬂ; diverge, la

k+
serie Y p—q = dlverge aussi.

Théoreme (Critere d’ Alembert)

Soit )=, a avec des termes non nuls.

i) Si lim 2;1 <1 = Y3, a; converge absolument.
.. .. a .
i) Si lim |% >1 = Y7, a; diverge.
—00 k
Si lim [22| = 1 on n’a pas de conclusion par le théoréme.
k—oo | Qg
Exemple :
i) La série Z,‘f’zl Ter1) — | = 1 mais la serie Y5>, — converge et lim [**| =
k—o0 k—>oo k k—-oo | ag
k—»oo (k+1)2 B
i) Soit la série X,;_, 2 Onal|®2l=_ 1 5 0<1. Alors la série converge.
=0k ag (k+1)! k+1

Proposition : Soit Yz, a; avec ax # 0.

)
ii)

Ak+1

Si hm nsup <1 = la série ),y a, converge absolument.

PR . a y o .
Si liminf |ﬂ > 1=> la série Y5, a; diverge.
k—oo ay

Théoréme (critére de Cauchy) . Soit Yy, a; une serie.

)
ii)

. k , e
Illm la,| < 1 = la série converge absolument.
—00

limy/|a;| > 1 =la série diverge.

k—oo

Silim}/|a,| = 1 on ne peut pas utiliser le théoréme.

k—oo
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Exemple. Soit la série ), 1 ,x €R.On a ¥/]a,| = IxI —> |x].
e Si|x|<1 alors gim Vla,| = |x|<1 = la série converge absolument.

e Si|x|>1 = laséric diverge.
e Si|x|=1onadeuxcas:
. , . 1 . 4.
o Six=1onalasérie ), — qui diverge.

-1) k
o Six=-1 on obtient la série alternée ), ( qui converge.

Théoreme (Dirichlet). Soit (ax) et (bx) deux suites telles que :

i) bk>0Vk e Net(bk) décroissante avec bx — 0.

i1) La suite des sommes partielles sn = a1 + a2 + ... + aq de la suite (ax) est bornée.

Alors la série )., a, by converge.

Exemple (critere de Leibniz)

Série alternée Y-, (—1)*by, avec (bx) décroissante et bk — 0. La série Y 5, (—1)*b,converge.
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