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FONCTIONS D’UNE VARIABLE

LIMITES — CONTINUITE

Définition : Soit A un sous-ensemble, non vide de R, /: A — Rune fonction et xp € A. On dit que f'est continue 1Page |

enx,siVe>0,il existe >0 t.q
sixeAet|x—x,|<dalors |f(x) — f(x,) | <e.

Exemples :

i) f:R— Ravecflx)=x,Vx e R. Onvamontrer que fest continue pour tout xo € R. Soit > 0. Comme

lf(x) — f(x,) | = |x — x, | ¢a suffit de choisir d = &. Dans ce cason a :
X =% | <= 1f(x) = f(xp) [ =|x — x5 [ <& =ce.

ii) f:R— Ravec f(x) =2x* - 1 V x € R. On va montrer que fest continue pour tout xo € R. Soit € > 0.
On cherche 6 >0t.q.six € Ret|x —x, | <9, alors |f(x) — f(x,) | <&.Pourtoutx € R,ona:
1) — flxo) | =1(2x% - 1) = (2x§ - 1) | =12x% = 2x§ | =2|x + x0 |'|x — x |-
On cherche alors 8 > 0 t.q. si |[x — x, | <9, alors 2|x + x; |'|x — x, | < €. Etant donné que ¢’est nous qui
allons choisir le 6, on peut supposer que & < 1. Alors on aura |x — x, | <1 et par conséquence
lx + xo | < |x—x0 + 2%0 < |x — X0 |+ 2]x0] <1+ 2|x0].

Si en plus 6 < ,alors V x € R pour lequel |[x —x, | <dona

2(2]xol+1)

[f () = f(xo) | =2]x + xo |"|x = x0 | <2(2|x0| + 1) |x = x0 | <2(2]|x0| + 1)E <.

Donc si on choisit0<8<min{1 }, ona:|x—xy| <d=|f(x) —f(x,) | <e.

&
" 2(2|x0]+1)

La négation de la définition : La fonction f: A — R est discontinue en xo €A si et seulement s’il existe € > 0
pour lequel : V 6 > 0 il existe x eAavec |[x —xg | <det|f(x) — f(x,) | >e.

1 xeQ
0 x¢&Q
Si xo € Q dans l'intervalle (xo — 3, xo + ) on peut trouver un nombre irrationnel a. Par la définition de f on

a:lf(@—flxo)|=10-1]=1=2.

Exemple : La fonction de Dirichlet, f(x) = { est discontinue pour chaque xo € R. On choisit € = %>O.

Théoreme (caractérisation séquentielle de la continuité) : La fonction f: A — R est continue en xo € A si et

seulement si : pour toute suite (x,) de A avec x, — xo, la suite (f(x,)) — f(xo).

On utilise de théoréme surtout pour montrer que la fonction n’est pas continue en xo. On trouve deux suites

Xn —Xo et yn —Xo telles que limf{xn) # limf{yn).
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Théoreme : Soit f, g : A — R et xo € A. Si fet g sont continues en xo, alors :

1) Les fonctions f+ g et f°g sont continues en xo.
i1) Sien plus g(x) #0 V x € A, alors la fonction 5 est définie sur A et continue en xo.
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Proposition : Soit f: A— Ret g: B— Ravec fA) € B: Si fest continue en xo et gest continue en f{x), 2

alors go f: A— R est continue en xo.

Proposition :

i) Les fonctions sin, cos : R — [—1, 1] sont continues.

ii) Soit @ >0. La fonction f: R— ]0, +oo[ avec f(x) = a* est continue.
Proposition : Soitf: A — R et xo € A. Si fcontinue en xo et f{xo) # 0.

1) Si flxo) > 0 alors il existe > 0t.q. Aix) >0V x € AN (xo— 93, xo + J).
i1)  Si flxo) <0 alors il existe d >0 t.q. ix) <0V x € AN (xo— 9, xo + d).

Théoréme : Soit f: [a, b] — R continue. Il existe m , M € Rt.q V x € [a,b], m < flx) <M.
Soit f: [a, b] — R continue . Si fla) <0 et f{b) > 0 alors il existe ¢ € ]a,b[ t.q.: flc)=0

Théoréme des valeurs intermédiaires : Soit f: [a, b] — R continue. Si f{a) < A(b) et fla) <p <f(b), alors il

existe ¢ € |a, b[ t.q. flic) =p.
Théoreme : Tout polyndme de degré impair posseéde au moins une racine réelle.

Définition : Soit A sous-ensemble non vide de R et xo € R. On dit que xo est un point d’accumulation de A

si V 6> 0 on peut trouver x € At.q0 < |x —x, | <3d.

Exemples :

i) Si A= [a,b], alors tous les points de A sont points d’accumulation. Si A = ]a, b] alors les p.a. sont les
points de A et en plus le a.
ii) SiA=10,1] U {2}, alors 2 € A mais 2 n’est pas un p.a.

ii1) N n’a aucun point d’accumulation.

iv) SiA= {1,%,;, }, alors 0 est le seul p.a de A bien que 0 € A.

Proposition : Soit A sous-ensemble non vide de R et xo € R. Les suivants sont équivalents :

1) X0 est un point d’accumulation de A.

ii) V &> 0 il existe une infinité de points de A dans I’ intervalle |xq — &, x, + 6|
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i11) Il existe une suite (xn) de points de A, différents par deux et différents de xo, qui converge vers xo.

Définition (limite) : Soit f: A — R et xo un point d’accumulation de A.

lim f(x)=/ & Ve>0ilexisted>0telque:six € Aet0<|x —x, | <9d,alors |[f(x) =[] <e.

X—X(
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La limite, si elle existe, est unique. 3
Définition : Soit f: A — R et xo un point d’accumulation de A.
i) xli_)rilof(x) =+owsi: VM>0ilexisted>0tq.six € Aet0<|x — xy |< 0 alors f{x) > M.
ii) xli_)r}rgof(x):-oosi :VM>0ilexiste 6>0tq.six € Aet0<|x — xo [<d alors f(x) <- M.
Définition : Soit f: A — R et + oo point d’accumulation de A.
i) xETmf(x) =le RsiVe>0ilexiste M>0tq.six € Aetx>Malors |f(x) — [ |<e.
ii) xETmf(x) =+ siV M;>0il existe M2 >0t.q.six € Aetx>M, alors f(x) > M.
iii) xETmf(x) =-00 siVM;>0il existe M2 >0t.q.six € Aetx>M; alors f(x) <-Mj.

Pareillement on peut définir la limite si x — - c.
Théoreme (caractérisation séquentielle de la limite). Soit f: A — R et xo un p.a. de A. Alors

)}Lnxlo f (x) = < pour toute suite (Xn) de A avec Xn # Xo €t Xn —> Xo, la suite (Axa)) — L.

Exemples :
1) Li_r)r(l)s'i% = 1. On a vu que sinx < X < tanx sur ]O,%[. Donc cosx < % < 1. Puisque cos est continue

. . Sinx .
limcosx = cos0 = 1. Alors lim—— =1 aussi.
x—0 x->0 X

. U S 1 .
i1) Les limites limsin et lmécos < n’existent pas.
X

x—0

1y . 1 1 _ _ .1 .
On considere les suites x, = — et yn = % . On a limx, = 0 = limyn. Mais sin— = sin(nm) = 0 —0 et
n 2nn+— x—0 x—0 Xn
.1 . T . 1, .
sin— = sin(2wn + =) = 1 —1. Donc limsin = n’existe pas.
Yn 2 x—0 X

Proposition : Soit f: A - R et xo € Aun p.ade A. Alors fest continue en xo <> lim f(x) = f{xo).
xX—X

Proposition : Soit f: 1 — R continue et injective. Alors fest strictement monotone en I.
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