Durée : 144 minutes E I F L

Analyse 11

Examen
Partie commune

Printemps 2020

Réponses

Pour les questions & choix multiple, on comptera :

43 points si la réponse est correcte,
0 point si la question n’est pas répondue ou s’il y a plusieurs réponses,

—1 point si la réponse est incorrecte.

Pour les questions de type vrai-faux, on comptera :

+1 point si la réponse est correcte,
0 point si la question n’est pas répondue ou s’il y a plusieurs réponses,

—1 point si la réponse est incorrecte.



Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures.

Il n’y a qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 : L’ensemble {(x,y, 2)eR? 2?42 < 1} C R3 est

|:| borné et fermé
|:| borné mais ni ouvert ni fermé
|:| non borné et ni ouvert ni fermé

- non borné mais fermé

Question 2 : Soient f:R? — R et g : R? = R les fonctions définies par
fley) =y’ +ay+V3a,
g(x,y):m2+y2+xy—% )

Alors, sous la contrainte g(z,y) = 0,

|:| le maximum de la fonction f est plus petit que 1
- le minimum de la fonction f est plus petit que —v/3
|:| la fonction f atteint son minimum en exactement deux points

|:| la fonction f atteint son maximum en exactement un point

Question 3 : Soit f: R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par
2 4
Yty
T,Y) = —F—5 -
f(z,y) 2
Alors

lim
(z,)—(0,0)

B / vadmet pas de limite en (0,0)

flz,y) =1

lim z,y) =y°
(z,y)%(0,0)f( y) =y

lim z,y) =0
(z,y)—(0,0) fe)
Question 4 : Soit
D:{(m,y)GRQ:ajZO, y >0, 1§x2+y2§4}.
Alors, 'intégrale
/111(362 + y?) dx dy

D
vaut

B - ?j{ []rin(2) - [ 7ln4) — = [] #ln(16) — =



Question 5 : Soit f :]0,4+00[ — R la fonction définie par
2
1— e—a:t
H= [~ g
f= [
t

Alors, la dérivée de f est donnée par

W - —3e" 42" +1

t
2 — 2t — 3¢t
/
t) =
L1 ey .
77&'3 7t2
—e " (t+1)+2e" —t+1
L] = -

o —t3 2
I:I f’(t): 1-—3e : e

Question 6 : Soit f: R3 — R? la fonction définie par f(z,vy,2) = (yz, 22, x2). Alors, la matrice

jacobienne de la fonction composée g = fo f en (x,y, z) est

0 4y’z 0 0 422 0
|:| Jg(2,y,2) = 0 0 4zz? |:| Jo(x,y,2) = 0 0 4y
4%y 0 0 4220 0
0 423 0 0 4yz
B, (zy2)=|4> 0 0 [ Jy(@,y,2)= | 422 0 0
0 4y 0 4dzy O

Question 7 : Soit la surface § = {(x,y, 2)eR3 x4 yP 428 —1= 0}. L’équation du plan
tangent & S au point (1,—1,—1) est

(] -y-2)+@+1)+(-3)=0

[]-32z—z-2y+2=0

B: - 2y+1)+3:+1)=0

[J-@-D+E+1)+(z+1)=0

Question 8 : Soit
D={(y2)eR 2+ 2 +22<1, 22 Va2 + 7 |.
Alors, l'intégrale

1
/ - dadydz
Va? +y? 4 22

D
vaut



Question 9 : La solution y(z) de I’équation différentielle

y'(x) = 2y(z) = —a®

qui satisfait la condition initiale y(0) = % vérifie aussi

oy =5e2+3 .0
[y =3¢+ L] y(1)

Question 10 : Soit f : R> — R une fonction continue. Alors

l\D
+
»lk\r—\ | Ot

M\»—\ >J>\>—A
l\?

1/ yl/3

| /1 ff(x,y)dy do= [| [ #ewis |y
0 3 0 y2

Nz 1/ o2
L] /f(x,y)dy dm:/ /f(wyy)dw dy

o _

NG (:F l/j/i”
D/ /f(x,y)dy dw:/ /fmy dy
0 3 0

VT 1(y
x[f(x,y)dy :0/ O/f dy

Question 11 : Soit f : R? — R la fonction définie par
f(z,y) = cos (2z + 3y + ¢°) .

L]
o _

Alors, le polynoéme de Taylor d’ordre deux de f autour du point (0,0) est donné par



Question 12 :  Soit, pour tout 5§ > 1, la fonction fj : R? — R définie par
2%y
fﬁ(xvy): $2+y2

0

si (z,y) # (0,0),

si (z,y) = (0,0).

Alors, la dérivée directionnelle de f; en (0,0) suivant le vecteur v = <

LA\T
3)

Sl -

1

|:| vaut — si =2
2

|:| est un nombre réel positif si g > 1

[ vaut ——— si <2

vau SETE si B <
B oot 0sig>2
Question 13 : La solution y(z) de ’équation différentielle

yla) = e

qui satisfait la condition initiale y(0) = 0 vérifie aussi

[ ] y(2)=n(2) M. =2
[ y(2) =In(2— €?) v =5

Question 14 : Soit f: R? — R la fonction définie par

2
f(x,y) _ 2 I yz S (x73/) i (07())7

0 si (xay) = (070) :
Alors
- toutes les dérivées partielles de f existent en (0,0) , mais f n’est pas différentiable en (0, 0)
|:| f est de classe C!
|:| f est différentiable en (0,0), mais f n’est pas de classe C*

[ ] 7 est différentiable en (0,0), mais une des dérivées partielles de f n’est pas continue en (0,0)

Question 15 : Soit X C R l'ensemble tel que pour tout a € X, toutes les solutions y(z) de

I’équation différentielle
1
y"(x) + (a+ Dy'(z) + Jy(z) =0
satisfont lim y(z) = 0. Alors

W x=]1+x
I:l X =1-2,0
[[] X =[-1,+]

[Jx=R



Question 16 : Soit D C R? le domaine de définition du changement de coordonnées @ : D — D,

x
(21, xy) = <371 Lo, xl>
2

Sachant que D = |1, 2[x]1, 2[, lequel parmi les ensembles suivants est le seul & pouvoir correspondre
aD?

défini par

|:| D= {(a:l,xQ) ERQ:ml >0, x79<2, x<xy9< 2331}

~ 1 2
D:{(ml,xQ)e]R?:xl>0, — < Ty < —, x2<x1<2x2}
Ty 1

D:{(azl,x2)€R2:x1>0, T2y < 2, 1<x2<2}
1

1
D = {(931,932) ER? 2, >0, T3> —, 2,< 2:51}
x

I

1

Question 17 : Soit D = {(z,y) € R? : 2% + y* < 4} et soit f: D — R la fonction définie par
fz,y) =23+ ng + 7.
Alors
[ ] le minimum global de f vaut 2
|:| la fonction f n’admet pas de maximum global
[ ] la fonction f admet un minimum local en (— g , O)

- le maximum global de f vaut 18

Question 18 :  Soit sign : R — R la fonction définie par

1 sit>0,
sign(t) = 0 sit=0,
-1 sit<0.

Parmi les fonctions suivantes, déterminer celle qui posséde un point de discontinuité dans son

domaine de définition
(] £:1-1,2[ — R? définie par f(t) = (t It], sign(t) (e — 1))
[ ] £:10,5[ — R? définie par f(t) = (t2 2 cos(
B 7 [~ 7] — R deéfinie par f(t) = (Slgn( ) cos(t), sign(t )sin(t))
[ ] £:[0,1] — R® définie par f(t) = (/2 sign(t)t, sin(t))



Deuxiéme partie, questions de type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRAI si I'affirmation est toujours

vraie ou la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire si elle est parfois fausse).

Question 19 : Soit f : R — R une fonction de classe C*(R), et soit F : R? — R la fonction
définie par F(z,y) =y — f(z). Alors, le gradient de F' en (O, f(O)) est orthogonal a la tangente au
graphique de la fonction f en (0, f (O))

B vral [ ] FAUX

Question 20 : Soit f : R? — R une fonction telle que les dérivées partielles de f existent en (0, 0).

Alors, f est continue en (0,0).

[ ] VRAI B raux

Question 21 : Soit f : R* — R une fonction différentiable en tout point de R3. Alors les fonctions

derivées partielles existent et sont continues en tout point de R3.

[ ] VRAI Bl raux

Question 22 : Soit y; une solution de I’équation différentielle y’+ y = 1 et soit y, une solution
de I’équation différentielle y’+y = 0. Alors, pour toute constante C' € R, la fonction y = y, + Cy,

est une solution de I’équation différentielle v’ +y = 1.

[ ] VRAI B raux

Question 23 : Soit D C R? un ensemble borné et fermé et soit f : D — R une fonction de

classe C?(D). Alors f atteint son minimum global dans D.

B vral [ ] FAUX

F
Question 24 : Soit F : R — R une fonction de classe C' telle que F(1,0) =0 et (z)(l, 0) #0.
x

Alors, il existe un intervalle ouvert I C R tel que 0 € I et une fonction f : I — R de classe C1(1),
telle que f(0) =1 et pour tout y € I, F(f(y),y) =0.

B vral [ ] FAUX



Question 25 : Soit D C R? le disque unité fermé et f : D — R une fonction continue. Alors

I'image de f est lintervalle [m, M], ou m est le minimum global de f sur D et M est le maximum
global de f sur D.

B vral [ ] FAUX

Question 26 : Soit D C R™ un ensemble ouvert et soit f : D — R une fonction continue. Alors f

est non bornée.

[ ] VRAI B raux

Question 27 : Soit f : R® — R une fonction de classe C? telle que (0,0,0) soit un point
stationnaire de f et telle que le déterminant de la matrice hessienne de f en (0,0, 0) soit strictement

positif. Alors, f admet un minimum local en (0, 0,0).

[ ] VRAI B raux

Question 28 : Soit D = {(z,y) € R? : 2? + y* < 1}. Alors, /(a; +y)dxdy = 0.
D

B vral [ ] FAUX



