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Définition : 1

R" est I’ ensemble des X = (x1, X2, ..., Xn) des nombres réels avec les opérations :
1. Adition vectorielle : X = (x1, X2, ..., Xn), ¥ = (Y1, Y2, .-., ¥n)
X+y=&ity,X2+y2, ..., Xn+ yn)
il. La multiplication par un nombre réel A €R,
A X =(AX1, AX2, ..., AXn)
iil. Le produit scalaire :
(X,9) = Xiz1 xiyi

v. La norme euclidienne
%Il = (& N2 = Tz, xF) 1V?
Donc R" est un espace normé.

Propriétés de la norme euclidienne :

1. Xl =0<=%=(0,0,...,0)
1i. IIA-X|[=|A| - |IX]| pourtoutx € R",A e R
iii. Cauchy-Schwartz : pour tout X, y € R",

19 | <Xl - [I¥1]
iv. L’inégalité triangulaire : pour toutX, y € R",

Ix + yll < Izl + ¥l
v. L’inégalité triangulaire inverse : pour tout X, y € R",

Ix =¥l =[xl — ¥l
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Topologie dans R"

Définitions :
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e SoitX € R"etr>0. L’ensemble B(X, r) := {X € R™: ||X — ¥|| < r } est appelé la boule ouverte de centre X 2

et de rayon r.

e X € X c R"estun point intérieur du E s’il existe r > 0 tel que B(X, r) € X. L’ensemble des points intérieurs
de X est appelé I’intérieur de X et note X°.

e [’ensemble X c R" est dit ouvert si pour tout X € X il existe r > 0 tel que B(X, r) € X c.a.d. X est ouvert

si tout point de X est un point intérieur < X° = X.

Remarques :

= X°est ouvert

» L’ensemble vide & est ouvert par la définition.

* B(X, r) est un ensemble ouvert

= X =R"est ouvert.

» L’intérieur X° € X © R"est le plus grand sous ensemble ouvert contenu dans X, c.a.d.siY € X,
Y ouvert alors Y < X°.

= X =X°%<& Xestouvert

= SiXcVYalorsX°cCY®

" (XNY)=X°nY"

= X°UY°c (AUB)°.

Propositions

o Si (X;)ie; une famille (infini) d’ensembles ouverts de R" alors U;¢; X; est ouvert.
o Si X4, X,,..., X, sont ouverts alors I’ensemble N;¢; X; est ouvert. X
Définition :

Un ensemble X c R" est dit fermé si I’ensemble complémentaire X = R" \ X est ouvert.

Propositions

. Si (X;)jer une famille (infini) d’ensembles fermés de R" alors N;¢; X; est fermé.
o Si X4, X,,..., X,, sont fermes alors I’ensemble U;¢p X est fermé.

= Les seuls sous- ensembles a la fois ouverts et fermés de R" sont & et R".
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Définitions :

e Soit X c R". Le point X se dit point de contact de X si Vr>0ona XN B(X,r) #J.

e Soit X © R". L’adhérence X de X est I’ensemble de ses points de contact. C.a.d.

X={Xe€e R:Ve > 0,XnBETr) * J} Page |
3
Remarques :
» XoX

= L[’adhérence est le plus petit sous- ensemble fermé qui contient X, c.a.d. si Y 2 X, Y fermé alors
Yo X

* X=X« X est ferme

» SiXcYalorsXcY

= XOY=XUY

= Xn'YcXNY

= R\ X = (R™"\X)°.

= R"\X°=R"\X

Définition :

Soit X € R". Le point X se dit point de bord si ¥ r >0 on a a la fois B(X, r) " X# D et B(X, r) N X* # .
L’ensemble des points de bord de X est le aX.

Remarques :

= 0X est fermé

= X =X\X°

" IXNX=Y

= X°UodX=X

= X=((X%°)°, pour tout X € R™.

= JX=0X°

= X=0XUX°

= R"=X°U X U (X9)° < 0X =X R"\X. Alors 9X est fermé

= Xestfermé < 0X X
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Suites dans R".

Définitions :
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o On appelle suite de points de R" toute application N — R". Notation : (Xk)k=0 = (X1, X2, ..., ) 4

o Une suite (Xx)i=0 dans R" est convergente et admet pour limite @ € R", et I’ on écrit ]lim &)t =asi
pour tout € > 0 il existe k>koona que X, € B(a,e)c.ad. ||X, —all <e

. Une suite (Xk)k=0 dans R" est bornée s’ il existe C > 0 tel que X, €B(0, C) V k < ||Xx]| <C

Propositions

o Soit X < R", alors X est ouvert << V X € X et pour toute suite (Xx)i=0 de R" avec Xk — X il existe ko tel
que pout V k > ko on a Xk € X.
° Soit X < R", fermé <> Si (Xi)k=0 suite de X avec Xk > X € R", alors X € X.

o X € R" est un point de contact de X < il existe suite (Xx)=0 de X telle que Xk — X.

Définitions :

o Soit X = R", le point X se dit point d’accumulation de X si V r> 0 on a B(X, r) N (A\{X}) # &.

o L’ensemble des points d’accumulation de X, noté X" et s’appelle ensemble dérivé de X.

Propositions

o Soit X c R" et X € R". Le point X est un point d’accumulation de X < V r> 0 |’ ensemble B(x, 1) " X

est infini < il existe suite (Xx)i=0 de X telle que Xk > X et (Xk) #Xpourk=1,2, ....

o Soit X < R™ Alors X = X U X'. Par conséquence X est fermé <> il contient se points d’accumulations.
Définitions :

o Un X cR", X #J est borné si il existe M > 0 tel que [|X|]| <MV X € X.

° Un X c R", X #J est compact s’il est a la fois fermé et borné.

Théoreme Heine — Borel — Lebesgue. Un X < R" est compact si et seulement si de tout recouvrement de X par

des sous-ensembles ouverts de R".
X c UietAi Aj < R" ouvert Vi e 1
On peut extraire une famille finie qui est un recouvrement de X :

Xcﬂ;-”zlAl-j ,ijel Vj=1,...m
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