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Definitions 1

Une équation différentielle ordinaire est une expression
E(X, y(x), Y'(X), ..., y(x)) = 0
Ou E : R™? R une fonction donnée, n € N-.
L’ordre de 1’équation différentielle est I’ordre maximal de dérivée de y(x) qui apparait dans 1’équation.
La solution générale d’une équation différentielle est ’ensemble de toutes les solutions de 1’équation.

La solution maximale du probleme de Cauchy est la solution définie sur le plus grand intervalle possible.

1. Equations différentielles du premier ordre E(x, v(x),Vv'(x)) =0

1.1..Séparation des variables Ex, yXx),yx)=gx)-1f(y) y =0

y' =5~ Done g(x) — f(y) =0 = g(x) dx = f{y)-dy = [ gx)dx = [ f(y)dy + ¢ = G(x) = F(y) + ¢

1.2. ED linéaires du premier ordre y +p(x)y =q(x)

- Siq =0 équation homogene

- Siq # 0 équation inhomogene
Solution générale : y(x) = yp(x) + C-yn(X) ou yp est une solution quelquonque de I’équation inhomogene

(solution particuliere) et yn une solution de 1’équation homogene.

& Méthode de résolution générale
1) L’équation homogene peut étre résolue par séparation des variables
y +px)y=0< % = - p(x)dx = yn(x) = e"P®, ou P une primitive de p.
i1) Solution particuliere
a) Me¢éthode de Variation de la constante

yp(x) = (J eP® . q(x)dx) - e7P®

Donc solution générale y(x) = Ce™P® + (f eP® . q(x)dx) - e P®
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Exemple : y" = ytan(x) + cos(x)

e Solution homogene : y” - ytan(x) =0 .

p(x) = -tanx = P(x) = - [ tanx dx = — f% dx = In|cosx| +¢ = yn(x) = Ce~Meosxl = vy (x) = —
Page |
e Solution particuli¢re : [ e ©Mcos (x)dx= [cos? (dx= [T dx=24 B o 2
_ (x | sin (2x) 1
Yp(X) - (2 + 4 )cosx
. Lor o — __¢ 2x+sin (2x)
e Solution générale : y = yn +yp voon | 4eos ()

b) M¢éthode des coefficients indéterminés
Necessité : p(x) = const. =p
q(x) € vect{qi(x) , q2(x), ..., qm(X)} = vect{qi(x)} ou qi est comme dans le tableau suivant :

reN,AeR, aeR”

Fonction qi(x) Fonctions dans yp(x)
X" (x5, x" x™2, %, 1)
xe™, A#-p {xeM | xtle™ | .. xe ™
siA=-p xe™ {(x7 e xT e, ..., xeP}
x'sin(ax)e™ ou x'cos(ox)e™ {x'sin(ax)e™,...,sin(ox)e™ x'cos(ax)e™, ..., cos(ax)e™™ }

Exemple : y’ -y = 4xe*.
. \ , d 1
e Solution homogene : y -y=():d—z-yZO:;dyde:ln(y)=x+c:>yh=ce"
e Solution particuliére : comme A =-1 = p on pose
yp = c1x°e* + coxe* = y'p = 2cixe* + cix’e* + coe* + coxe*. En remplagant dans 1’équation donnée on obtient

2c; = 4 =2
1 :{cl -

2ci1xe* + cix?e* + coe* + coxe* - c1x%e - coxe* = 4xeX = (2¢1X + c2)e* = 4xe :>{
Cy = 0 Cy = 0
yp = 2x%e*.

e Solution générale : y = yn + yp = ce* + 2x%e*
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2. ED linéaires du deuxiéme ordre a coefficients constants ay""+b vy +cyv = q(x) (1)

1) Equation homogene ay " +by +cy =0
L’équation caractéristique: > +bA+c=0
Page |
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Racines de I’équation caractéristique Solution de le’ équationay”” +by +cy =0
A, A2 € R, avec A1 £ A2 Yh = creMX + creleX
A, e R,avec A=A =X yh = c1e™ + coxe?
A, A2 € C,avec M2 =atbi yh = e?*(cicos(bx) +casin(bx))
i1) Solution particuliere

a) Mcéthode de Variation de la constante

Soient yi(x) et y2(x) les deux solutions construites dans la solution homogene. On pose

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x). En remplagant dans 1’équation on obtient :

. , ' 0 1 1 2 - 0
() FEED) -z a) = D)2 20 )

y1(¥)  y2(%)

Le déterminant det ( , /
yix) y2.(x)

) est appelée le Wronskien

Apres I’intégration on trouve Ci(x) et C2(x). Donc 1’équation particuliére est yp(x) = Ci1(X)y1(x) + C2(x)y2(x)
Exemple
y"" - 9y = -sin(4x)

L’eq. caractéristique est A2 -9 = 0 = A1 = 3, > = -3 et la solution de I’ eq. homogeéne est yh (X) = ci1e®* + coe*

Alors yi(x) = X = y1'(x) = 3e** et ya(x) = e>¥ = y1'(x) = -3¢**. On obtient le systéme

( e3* g7 ) (C{(x)) _ ( 0 ) :>(C{(x)> _ ( e3* 7 )_1 ( 0 ) = (C{(x)> -
303 —3¢3¢/\Cl (%) —sin (4x) Cy (%) 3e3%  —3e3% —sin (4x) C2(x)

(3 e ( 0 ) Ci(x) = —=e™¥sin (4x)

6 —sin (4x) Cy(x) = %eg’xsin (4x)

_3p3% g3 Par I’ integration on obtient

Cc, (x) = ﬁe"3x(3 sin(4x) + 4 cos(4x))
C, (x) = $e3x(3 sin(4x) — 4 cos(4x))
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Alors yp(x) = Ci(x)yi(x) + Ca(x)y2(x) = — (3 sin(4x) + 4 cos(4x)) + — (3sin(4x) — 4cos(4x)) =

yp(X) = %sin(élx).

L A, 1
La solution générale : yn (X) = c1e®* + coe™* + —sin(4x).

b) Mcéthode des coefficients indéterminés Page |

On suppose que q(x) = pa(x)(c-cos(bx) + d-sin(bx))e*, ou pn un polyndme du degréneta, b, c,d € R.

e Si at+ib est une racine de I’équation caractéristique alors yp = (An(x)cos(bx) +Bn(bx)) e*, ou A, et By
polynome de degré n avec de coefficients inconnus. En remplagant dans 1’équation (1) on détermine les
coefficients.

e Si atib est une racine simple de I’équation caractéristique alors yp = X(An(x)cos(bx) +Bn(bx)) e*

e Sia+ib est une racine double de I’équation caractéristique alors yp, = x*(An(x)cos(bx) +Bn(bx)) e™

Alors on a le tableau

q(x) Solution particuliere de 1’équation (1)

q(X) = pn(X) Yp = Xk(Aan + An—IXn_1+ IAn—an_2 +... AO)
k =0 si le 0 n’ est pas une racine de |’ eq. caractéristique.

k =1 si le 0 est une racine simple de I’ eq. caractéristique etc

q(x) = pa(x)e™ Vp = XN(AnX" + Ap1 X" 4 Apox™2 +. .. Ag)e™
k=0silean’estpas une racine de I’ eq. caractéristique.
k =1 si le a est une racine simple de I’ eq. caractéristique etc

Q(x) = c-cos(bx) + d-sin(bx) yp = XX(Acos(bx) + Bsin(bx))

k =0 sile bin’ est pas une racine de I’ eq. caractéristique.

k =1 si le bi est une racine simple de 1’ eq. caractéristique etc

En général : q(x) = pn(x)(c-cos(bx) + d-sin(bx))e™™
pa(x)(c-cos(bx) + d-sin(bx))e™
k=0sile at+ bi n’ est pas une racine de I’ eq. caractéristique.

k=1 sile at+ bi est une racine simple de I’ eq. caractéristique., etc.

Exemples

1)y 2y + 2y =sin(x)e™
L’eq. caractéristique est A 424 +2 =0 = A; = -1+i, Ao = -1-i . Alors yn(x) = c1e™cos(x)+coe*sin(x).
Pour q(x) = sin(x)e™ la solution particuliére a la forme : yp(x) = x'(Asin(x) + Bcos(x))e™. k = 1 car -1+i est
une racine simple de I’ eq. caractéristique. Donc la solution générale est :

y(x) = cie™cos(x)+coe™sin(x) + x(Asin(x) + Beos(x))e™
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i)y -3y  + 2y =2xe*
L’eq. caractéristique est A> — 3L +2=0=A=1,A=2. Alors la solution de I’équation homogéne est
yn(X) = c1e* + coe™

Pour q(x) = 2xe** on a yp, = x’(Ax + B)e** = (Ax + B)e™ car le 3 n’ est pas une solution de I’ eq. caractéristique.

obtient :

(9AX + 6A + 9B)e® - 3(3Ax + A + 3B)e** +2(Ax + B)e®* = (2Ax+3A2B) e3* = 2xe** =

{ 2A=2=A=1

_ 3\.3x
3A+2B=0=B= —3/2 Morsy,=(x-3e

Alors la solution générale est y(x) = cie* + c2e® + (x - %)63".

«  Deux solutions yi(x) et y2(x) d’'une EDL homogene sont dites linéairement indépendantes s’il n’ existe

pas de constante ¢ € R telle que y2(x) = ¢ yi(x).

X/

% Siyi(x) est une solution de I’équation y"’(x) + p(x)y '+q(x) y(x) = 0 telle que yi(x) # 0 alors
-P(x)

y2(x)= y1(x) [ eyzﬁ dx est une solution indépendante , ou P(x) est une primitive de p(x)
1

¢ Principe de superposition des solutions pour EDL2 : Supposons que yi(x) et y2(x) sont deux solutions

particulieres des équations y’'(x) + p(x)y'+q(x) y(x) = fi(x) et y'(x) + p(X)y +q(x) y(x) = f2(x)
respectivement. Alors y(x) = y1(x) + y2(x) est une solution particuliére de 1’équation y”'(x) + p(x)y +q(x)

y(x) = i)+ fa(x)
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Pour trouver le A et B on calcule y,” = (3Ax + A + 3B)e** et y, "(X) = (9AXx + 6A + 9B)e™. En remplagant on :age |
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