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Analyse: fonctions d’une variable réelle (14 pts)

Soit les fonctions réelles suivantes:

x3—|—x

f@)=e+|-z+d] gl)=27 -1  h@)="

1.1 Pour chacune des fonctions ci-dessus, donner leur domaine de définition et leur image.

1.2 Esquisser le graphe de la fonction f(x).
En justifiant vos réponses pour les points suivants :
1.3 La fonction f(x) est-elle dérivable au point z =4 ?

1.4 La fonction g(x) est-elle injective ?

(6 pts)

(1 pt)

(2 pts)

(1 pt)

1.5 La fonction g(z) est-elle concave, convexe ou les deux ? Indiquer les points d’inflexion, s’il y en a. (2 pts)

Toujours en justifiant bien vos réponses, dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses

1.6 VRAI ou FAUX: La fonction h(z) admet une asymptote verticale pour x = 0. (1 pt)

1.7 VRAI ou FAUX: La fonction h(z) admet une asymptote horizontale. (1 pt)
Calcul intégral (16 pts)

2.1 Calculer l'intégrale indéfinie suivante : (6 pts)

/ t2et dt

x

2.2 Pour 0 < x <7, soit g(x) = / f(t)dt, ou f est la fonction dont le graphe est representé sur la Figure 1

0
suivante. En justifiant vos réponses, répondre aux questions suivantes :

a) Evaluer g(0), g(1) et g(2).
b) Sur quel(s) intervalle(s) la fonction g augmente-t-elle ?

¢) Quelle est la valeur de = qui correspond au maximum de la fonction g ?

—f®)

Figure 1: Graphe de la fonction f(t)

(3 pts)
(2 pts)
(2 pts)



2.3 En justifiant vos réponses, dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

b b
a) VRAI ou FAUX: Si f est continue en [a, b], alors / xf(x)dx = J;/ f(z)dz. (1 pt)
a \ a ,
b) VRAI ou FAUX: Si f est continue en [a,b], alors f(x) = (/ f(z) dm) (1 pt)
2 -
¢) VRAI ou FAUX: / (z — 2®) dx représente aire sous la courbe de y = x — 2% de 0 a 2. (1 pt)
0

Applications (20 pts)

3.1. L’entreprise Tatipack a été fondée au début de ’année 2016. Sa premiére année d’activité est donc I'année
2016. Au cours de sa z-iéme année d’activité le chiffre d’affaire de ’entreprise Tatipack exprimé en millions
de francs a évolué jusqu’en 2018 inclus selon la fonction

R(x) = V22 + 62.

a) Quel a été le chiffre d’affaires de Tatipack au cours de 'année 2018 (z = 3) ? (1 pt)
b) Calculer ’équation de la tangente au point d’abscisse © = 3 au graphe de R(x). (3 pts)

¢) Selon un scénario "A", estimer & l'aide de l’équation de la tangente trouvée au point b) le chiffre
d’affaire de Tatipack en 2022. (1 pt)

d) Selon un scénario "B", I’évolution du chiffre d’affaires suit la fonction R(x) aussi aprés 2018. Dans
ce cas, en quelle année le chiffre d’affaires de Tatipack atteindra 6 millions de francs ? (3 pts)

3.2. Dans un village de montagne, & compter du début de la saison hivernale, le nombre quotidien de touristes
logés dans les différents établissements du village au jour = suit la fonction

T(x) =50z - ™" /1000

a) Combien de touristes se trouvent dans le village aprés 15 jours de ouverture de la saison ? (1 pt)
b) Aprés combien de jours le nombre de touristes dans le village atteindra le maximum 7 (3 pts)
¢) Quel est donc le nombre maximum de touristes présents dans le village ? (1 pt)
d) La saison d’hiver pourra étre considérée terminée lorsque moins de 30 touristes s’y trouvent. Estimer

a Paide d’une calculatrice la durée de la saison d’hiver (4 un jour prés) dans le village ? (3 pts)

e) Combien de nuitées au total ont été enregistrées dans les différents établissements du village pendant
les 60 premiers jours ? (Suggestion: calculer une intégrale opportune) (4 pts)



Solutions

Analyse: fonctions d’une variable réelle

1.1 (6 points)

Df:R  Imy: [4;+00] (1 + 1 pts)
Dy:R Img:]—1;400[ (1 + 1 pts)
Dy : R* Imy, 2 ]1;400] (1 + 1 pts)
1.2 (1 pt)
Figure 2: Graphe de la fonction f(x)
1.3 (2 pts)
Non, car lim f'(z) =0# lim f'(z)=2
T4~ z—41
14 (1 pt)
—In2
. / _ o —xz1ln2
Oui, car ¢'(z) = 5e = —In2e <0
1.5 (2 pts)
In®2
La fonction est toujours convexe, car ¢”(r) = r;r = In?2¢7*"2 > 0. Il n’y a donc pas de point
d’inflexion.
1.6 (1 pt)
Faux, car lim A(z) = lim h(z)=1
z—0— z—0t
1.7 (1 pt)
Faux, car lim h(z) = lim h(z) = +oc0
T—r—00 xr——400
Calcul intégral
2.1 En utilisant 'intégration par partie
u =t dv=e' dt
du = 2t dt v=cel

/tht dt = t%e’ — Q/tet dt

En utilisant I'intégration par partie une deuxiéme fois

u=t

du = dt

dv = et dt

v=e

t



/tet dt:tet—/et dt =te! —et +C
En combinant les intégrations par partie

/t2et dt = t?e’ — 2(te’ — ' + C) = t?e* — 2te’ +2¢' + C

ou Cq = -2C
22 (a) g(0)=0,9(1)=2,9(2) =5
(b) [0,3]
(¢c) x=3
2.3 (a) Faux, x est une variable de 'intégrale et non une constante multiplicatrice.
(b) Faux, il manque la constante provenant de l'intégration.
)

Faux, la fonction posséde a la fois une aire positive et négative, pour la partie négative laire est
au-dessus de la courbe.

Applications

3.1. a) Pour x = 3 nous avons R(3) = /9+ 18 = v/27 = 3. Donc le chiffre d’affaire en 2018 a été de 3

millions de francs.
b) Pour calculer 'équation de la tangente au graphe de R au point d’abscisse = 3 nous devons calculer

la dérivée de R
2 6
R'(z) = L
33/ (x? + 62)?

3 — / _ 12 92 . . N .
Donc, puisque R(3) =3 et R'(3) = 5 ore 4/9, 'équation de la droite tangente & R au point
d’abscisse 3 est 4
y = §(Z -3)+3

ou dans la forme explicite

4,5
= =X —.
Y=9* T3

¢) L’année 2022 correspond a = = 7, et donc

4
y(9) = 5 - (7-3) +3=4,777

Selon cette estimation, le chiffre d’affaire de Tatipack en 2022 sera de 4,777 millions de francs.

v a2 4 6z = 6.

En prenant la puissance 3 des deux cotés on a:

d) On doit resoudre I’équation

22+ 6x—216=0

et par la formule de Viéte on obtient = 12 ou z = —18 (a exclure). Donc Tatipack atteignera 6
millions de francs de chiffre d’affaire en 2027.

3.2 Le nombre de nuitées suit une courbe qui est la suivante:



a)
b)

800 1

600 1

400 1

200 1

0 20 40 60 80 100

On a T'(15) ~ 598. Aprés 15 jours le nombre de touristes qui sejournent dans le village est de 598.
On a

1 .
7/) = (30— a2 0

Donc T'(x) = 0 lorsque 2% = 500, ce qui veut dire x ~ 22,36. Le nombre maximal de touristes
séjournant dans le village est atteint aprés 22 jours.

Ce jour la 678 nuitée sont enregistrées.

D’aprés le point b) aprés avoir atteint un maximum, le nombre de touristes séjournant dans le village
T(x) est décroissant. Bien que 1’équation T'(z) = 30 ne puisse pas se résoudre de maniére analytique,
la réponse peut se trouver de maniére assez précise aprés quelques calculs (par tentatives). Ainsi par

exemple:
T(60) ~ 82

T(80) ~ 6, 64
T(70) ~ 26
T(69) ~ 29,52
T(68) ~ 33, 36
On peut dire donc que d’aprés ce modéle, la saison dure environ 69 jours, & un jour preés.

Pour estimer les nuitées pendant les premiers 60 jours de la saison on va effectuer une intégrale définie.
Notez que 50z est la dérivée de —x?/1000 & une constante prés, donc l'intégrale se fait facilement
par substitution:

60
/ T(x)dx ~ 24316.
0

Le nombre totale de nuitées des 60 premiers jours est donc de 24316.



