Chapitre 3

Géomeétrie dans ’espace

1 3
Exercice 1. Soient les vecteurs @ = |5 | et b= —1) :
4 2

Déterminez les vecteurs ¢ = —5a@ + b, d = %(‘i - 155 et € tel que 2d— 3b—5¢ = 0.
3 n
-81,b=19,6

Exercice 2. Déterminez les nombres m, n, p et q pour que les vecteurs a =
m p

-9

etc=| q | soient paralléles.
-15

2 4 2

Exercice 3. Soient les vecteursa = | -3 |, b=|-5|ete=|-4
) z 15

a) Démontrez que ces trois vecteurs sont linéairement indépendants pour z = 10.

b) Déterminez la valeur de z pour que ces trois vecteurs soient linéairement dépendants,

puis exprimez l'un comme combinaison linéaire des deuzr autres ?

Exercice 4. Les vecteurs d, b, ¢ suivants forment-ils une base de V3 ¢

1 2 2 -1 2 7
)i ()b (3) () - (4)b () (2)
1 1 3 3 -1 -11

Exercice 5. Complétez le tableau ci-dessous.

A | (1;-2;5)

&




* Exercice 6. Soient les points A(—5;12;9), B(11; —4;3) et C(4;4;12).
a) Déterminez les vecteurs m ) B? et R .
b) Les points A, B et C' sont-ils alignés ¢
¢) Déterminez les composantes des vecteurs E - E et 2@ + 3@ .
d) Déterminez les coordonnées du point M milieu du segment AB.
Exercice 7. Soient les points A(4;0;0), M(2;3;1) et D(0;0;3).

a) Dessinez, dans le repére ci-dessous, les trois points et montrez par calcul, qu’ils ne sont
pas alignés.

b) Calculez les coordonnées des points B et C' choisis pour que ABCD soit un parallélo-
gramme et que M soit le milieu de AB.

¢) Trouver les coordonnées du centre du parallélogramme.




Exercice 8. Estimez les coordonnées des points A, B,C, D et E en sachant que :

* le point A est dans le mur
AC 5 )

labscisse de B vaut 1 %

B( . . ) ¥ C

3+

l'ordonnée de C vaut 3

>*

ctoos )

la cote de D vaut -3 Ex

>*

D5 )

l'abscisse et ['ordonnée du
point E sont égales

3+

EC 5 5 )

Exercice 9. a) Représentez les points A(0;3;2) et B(4; —1;4) ainsi que leurs projections or-
thogonales Ay, Ay, Az et By, By, By dans le repéere ci-dessous.

b) Déterminez le miliew M du segment AB puis représentez-le dans le repere.




*Exercice 10. Placez les points A(1;2;3), B(—4;0;2), C(2;5;0) et D(3;—2;4) dans le repére

usuel, ainsi que leurs projections sur les plans de référence.

Exercice 11. a) A quelle condition deuz points A et B ont-ils la méme projection sur le sol ?
sur le mur ? sur la paroi ?

b) A quelle condition les points A(a;b;0) et B(0;c;d) sont-ils les projections respectives sur
le sol et le mur dun méme point P ?

Exercice 12. Donnez une équation paramétrique vectorielle et des équations paramétriques
11
algébriques de la droite d passant par le point A(4; —5;0) et de vecteur directeur d=10
-7

Exercice 13. Délerminez une représentation paramétrique de la droite d passant par les points
A(9; —1;11) et B(14; —6;1). Donnez ensuite les coordonnées des points C', D et E de la droite
d d’abscisse nulle, d’éloignement nul et de cote nulle.

Exercice 14. Donnez des équations paramétriques des azes Ox, Oy et Oz.

Exercice 15. Soit la droite d dont des équations paramétriques sont données par

Tz = 2—5A
=d:qy = —14+2A
z = 3A\

Déterminez le point de d...

...qui a une abscisse égale a 12.
...qui a un éloignement égal a 5.
...qui a une cote égale a -2.

...dont 'abscisse et la cote sont égales.

A

...dont la cote est égale au double de l’éloignement.



Exercice 16. a) Placez les points A(2;1;3) et B(3;4;2) dans le repére ci-dessous ainsi que

leur projection dans le sol A; et B;.

b) Soit d la droite passant par A et B. Déterminez par dessin les points d’intersections 1",

T" et T" de d avec le sol, le mur et la paroi.

Exercice 17. A l'aide d’'une représentation paramétrique de d, déterminez par calcul les points

T, T" et T" de lexercice précédent.

Exercice 18. Soient les quatre droites d, p, f et h données par un point et un vecteur :

1

d:D(6;3;2),d=| 1
=

L [0
frF(421), f=] 2
~1

—2

p:P(43;1),p=| 0
1

. 2

ksl H4:1:3), d = || —1
0

Pour chacune d’elles, calculez ses traces dans les plans de références avant de la représenter
dans un repére muni de ses projections dans les plans de références (4 dessins différents).



*Exercice 19. Méme exercice avec les droites données par :
a) A(1;2;2),d=—el +e+e  b) A21,0),d="¢ —e +2¢

¢) A(3:0;4), d=7¢ d) A2:1;3), d= - + &

Exercice 20. Est-il vrai que la droite d donnée ci-dessous coupe l'axe Oy ?

r = 242\
d:¢ y = 1—-2\
z = 3+43A

Exercice 21. Soient les cing droites suivantes :

r=3—A r=14+pu r=—-v
a:{ y=>5—2A b: y=1+pu c:{ y=4+3v
z =2\ z2=1—pu z=5+v
r=44+( x = 2§
d: < y=2¢ e:d y=—1+4¢
z2=3—-2C z=6—4¢

Déterminez la position relative de a et b, a et ¢, a et d ainsi que a et €.

Exercice 22. Dans chacun des cas ci-dessous, déterminez par dessin la position relative des
droites a et b. Puis vérifiez vos résultats par calcul en indiquant le point d’intersection I lors-
gu’elles sont sécantes.

Pour le dessin, utilisez le repére ci-contre.

a)a: A(1;2;3) et B(2;4;6), b:C(2;1;—1) et D(0;3;7).
b)a: A(2;2;3) et B(1;3;5), b:C(1:4;2) et D(3;2; —2).
c)a:A(1;0;1) et B(3;—1;3), b:C(—1;1;1) et D(3;1; -3).

d)a:A(—1:4;0) et B(3;2;1), b:C(—5;6;—1) et D(7;0;2).



* Exercice 23.

Méme exercice. Pour le dessin, utilisez cette fois le repére ci-contre.
Donnez a la feuille l'orientation « paysage » pour la question a) et e),
et l'orientation « portrait » pour la question c).

a) A(6;3;0), B(4;5;2) € a, C(0;0;4), D(1;1;3) € b.
b) A(—=3;—-1;2),B(—-1;0;1) € a, C(4;-1;0),D(8;1;-2) € b.
c) A(2;4;1),B(6:6;1) € a, C(4;3;5),D(6:5;3) € b.

d) A(2;—1;-3),B(6;1;—5) € a, C(4;0;,—4),D(10;3;—-7) € b.

—1
e) A(4;2;4),B(1;8;-2) € a, C(2:2:3) € b de vecteur directeur b= | —2
1
Exercice 24. Déterminez l’équation cartésienne d’un plan :
a) paralléle au sol b) paralléle au mur c¢) paralléle a la paroi
d) paralléle a l'are Ox e) paralléle a l'axe Oy f) paralléle a l'axe Oz.

Exercice 25. Soit le plan ® : x — 2y + 32 —4 = 0.

a) Déterminez si les points A(3; —3;1) et B(1;0:1) appartiennent d ®.

b) Calculez les coordonnées de deux autres points C' et D appartenant a ®.

Exercice 26. Déterminez ’équation cartésienne des plans...

2
a) ...m passant par A(4;1;2) et de vecteurs directeurs ¥ = | —1 | et §= 3.
2

b) ...o passant par les points A(5;0,0), B(0;1;1) et C(4;2;2).

1 -1

x=1+3A r=4—3u
d) ...0 contenant les deux droites :e:{ y=3—4X eth:{ y=9—p
z2=24+A 2 =—=T4+4u

e) ...¢ contenant le point A(0;2; —3) et paralléle au plan ¢ : 20+ 3y — 72 — 6 = 0.

1 —1
¢) ...p contenant les deux droites : d : A(2;0;3),7 = (1) et g: B(4;0;0),w = ( 1 )



Exercice 27. Dessinez les traces des plans o : 3x — 3y +42—12=0, 8:2y+52—10=0 et
vy:ix—2—5=0,0:2—4=0ete:x—5=0 dans des repéres différents.

0 2
Exercice 28. Soient les plans 7 : { A(0;2;0),7=|—-1|,5§=| -1
1 0

et p: {B(2;3;5),C(1;0:5), D(6; —2:5)}-

a) Déterminez une représentation paramétrique, puis une équation cartésienne de chaque
plan.

b) Représentez ces plans dans des repéres différents.

Exercice 29.
a) Donnez une représentation paramétrique, puis une équation cartésienne du plan m pas-

sant par les points A(6;0;0), B(0;4;0) et C(0;0;—3).

b) Dessinez le plan 7 ainsi que la droite d incluse dans m formée des points
a hauteur z = 2, en utilisant le repére ci-contre, avec la page en orientation

paysage.

¢) Donnez une représentation paramétrique de cette droite.

d) Le plan ( passe par les points D(6; —2;0) et E(0;1; —3), sa trace dans le sol est paralléle
a celle de w. Dessinez les traces du plan 3 dans le méme repére que le plan 7.

Aide : remarquez que le point D est un point du sol et de 3, et le point E est un point du
mur et de [3.

e) Déterminez une équation cartésienne du plan .

Exercice 30. Soient les droites d passant par A(2;3;3), de vecteur directeur d=|-2]| ete

paralléle a d passant par E(4;4;0).

a) Dessinez les traces du plan 7 qui contient d et e, en utilisant le repére
ci-contre, avec la page en orientation paysage.

b) Donnez une équation cartésienne du plan 7.

Aide pour a) : Commencez par dessiner d, e, dy et e; puis déterminez leurs traces dans les
plans de référence.



Exercice 31. Déterminez la position relative du plan 7 et de la droite d dans chacun des cas
suivants, en indiquant les coordonnées du point d’intersection s’il existe :

r = 2-—2A
a)m:x+2y+2:—6=0, d:{ y = 1+A
z = 2\

b)m:ix+2y—2z—3=0, d:{A(51;2);B(—1;2;0)}

r = 1+4+5ov
c)m:3x+d5y+z2—5=0, d:{ y = 1-3v
z = 3

) 1 Qe4+y—2—6=0, d passant par A(1;5;4) et paralléle au vecteur t = —e] +e3+2€3.

Exercice 32. Soit le plan 7 : 20 — y + 32 — 6 = 0. Déterminez la position de w relativement
auz droites suivantes :

4
*a) d donnée par A(2;1;-2) et = | 2
|
2
*b) h donnée par D(1;2;2) et w = | =5
—3

¢) g passant par B(2; —5;—1) et C(3; —6;—2).

* Exercice 33. Soient les points A(1;2;6), B(5;7;4), C(2;3;5), D(4;6;1) et E(3;4;2). Calculez
le point d’intersection de la droite AB avec le plan CDE.

Exercice 34. Déterminez la projection du point P(1;—1;2) sur le plan 7 :2x +y—2—4=0
2

parallélement a v = | 2
|

Exercice 35. Soient les points A(8;8;0), B(12;16;0) et S(0; 16; 14), ainsi que le plan o d’équa-
tion £ = 5.

a) Déterminez les coordonnées des points d’intersection respectifs A" et B' des droites SA
et SB avec le plan a.

b) Montrez que les droites AB et A'B’ se coupent en un unique point P. Calculez les coor-
données de ce point.



Exercice 36. Représentez graphiquement la droite d’intersection des plans suivants, puis dé-
terminez une représentation paramétrique de cette droite :

a)a:x—2y—2z+4=0e€[:2y+32—-12=0.
) vy: 2c4+4y+2—6=0eto:5r+4y+52—20=0.
c)l:z—3=0et¢p:20+y+22—10=0.
Exercice 37. Dans chacun des cas suivants, déterminez si les plans m:3x —2y+5z =4 et o
sont sécants, paralléles ou confondus :
a)o:3x+2y+5z=4
b)o:6r—4y+ 10z =4

¢)o: =15z + 10y — 252 = —20

Exercice 38. Soient les plans o : 3x —y+92+4=0,8:2+y—z=0etv:x+2y—4z—1=0.

Montrez que ces trois plans se coupent selon une droite et donnez une représentation para-
métrique algébrique de cette droite.

*Exercice 39. Déterminez, s’il existe, les coordonnées du point appartenant auz trois plans :

T:x+2y—32=—-6 c:2r+4y —z=18 p:3r —2y+z2=2

Exercice 40. Déterminez des équations paramétriques d’une droite d passant par A(2;3;5) et
paralléle aux deux plans 7w:3x —y+2=0¢e¢tp:x—y+2=0.



Exercice 41.

a) Déterminez par dessin le point P du plan m qui a sur le sol la méme projection que A et
en déduire que A est situé au-dessus du plan.

b) Dessinez les traces du plan sur le parallélipipéde associé au point A.

T ~——-n

P 4
/2 A 7

v

-
ﬂ“
-

-y
|
oz
-
Ay

Exercice 42. Soient le plan o : 3z 4+ 2y + 3z — 24 = 0 et la droite d passant par A(1;6;6) et
B(3;0;2). Considérons encore le plan vertical 5 contenant la droite d.

a) Déterminez la position relative de o et d, en calculant, le cas échéant, les coordonnées du
point d’intersection.

b) Déterminez une équation cartésienne du plan 3.

c) Déterminez une représentation paramétrique algébrique de la droite d’intersection des
deux plans.

d) Dessinez les traces des deux plans ainsi que les deux droites, en prenant
le repére ci-contre avec la page en orientation paysage.

e) Déterminez graphiquement les coordonnées du point d’intersection des deux droites et
commentez le résultat.



r = bH—2\
Exercice 43. Soient le plan m:2x + 3y + 62 — 18 =0 et la droite d : { y 14+ A
z = A

a) Dessinez w, d ainsi que le plan vertical o qui contient la droite d. A Uaide du plan o,
construire le point d’intersection I de 7 et de d.

b) Déterminez une équation cartésienne du plan o.

c¢) Calculez les coordonnées du point [ et vérifiez ainsi les constructions du point a).
*Exercice 44. Soit a la droite donnée par le point A(2;3;3) et le vecteur directeur
{=2e; —2es — e;. Et soit b la droite paralléle a a passant par B(4;4;0).

a) Dessinez les droites a et b ainsi que leurs projections sur le sol, en
prenant le repére ci-contre avec la page en orientation paysage.

b) Dessinez les traces et déterminez une équation cartésienne du plan vertical o contenant
la droite a.

¢) Dessinez les traces du plan [ contenant les droites a et b.

Exercice 45. Autres propriétés

Soit a, g, ce Vi, A€ R, démontrez les propriétés suivantes :
a) det (a;a) =0
b) det (,\-5;5) — \-det (&’;5)
¢) det (@+¢;b) = det (a;5) + det (&:b)

Exercice 46. Cualculez les déterminants suivants :

3 5 —6 01 2 123
a)| —1 2 -3 )2 2 2 ¢c)[4 5 6
1 0 1 387 789

Exercice 47. Soit les points A(4; —3;3), B(4; —1;6) et C(0;2; —5).

a) Considérons le point D(1;2;d), avec d € R. Déterminez la valeur de d sachant que le
point D appartient au plan ABC.

b) Considérons le point P(x;y; z). Trouvez une relation entre x, y et z sachant que le point
P appartient au plan ABC. Commentez le résultat.



4
Exercice 48. a) Calculez la norme du vecteur @ = | 3
12

b) Calculez la distance entre les points A(—2;0; —7) et B(1;3;—1).
c¢) Calculez la longueur du segment AB, avec A(0;3;2) et B(4; —1;4).

Exercice 49. a) Parmi les vecteurs suivants, lesquels sont unitaires ¢

[ —2/3 3/7
= 1/3 7= -2/7
\ 2/3 6/7
[ —1 0
b= 1 d=11
\ —1 1
—44
b) Donnez un vecteur unitaire ayant méme direction que le vecteur € = 33
—48
c) Donnez les composantes d’un vecteur de norme 5 ayant méme direction que le vecteur
—4
7| 12
-3
d) Donnez un vecteur orthogonal au vecteur b.
e) Donnez un vecteur de norme 3, orthogonal au vecteur d.
2 iy 2 1 5
Exercice 50. Soient les vecteurs @ = | —2 , b= —1 | et <=\ 2 |. Calculezd e b,
1 2 2

707,?07 et a2

Exercice 51. Le triangle de sommets A(—2;0;—4), B(0;11;3) et C(1;12; —7) est-il rectangle
en A?

Exercice 52. Le triangle ABC, avec A(z;—1;0), B(8;3;—2) et C(7;—2;1) est rectangle en A.
Que vaut x ?

Exercice 53. Soient les vecteurs @ = e — 2e5 + 36_;: et b = 2¢f + Tes — Eg dans la base
orthonormée {e_f; 2 e_g}

Calculez l’angle formé par ces vecteurs.



r = 243X\
Exercice 54. Soit la droited : { y = A :
z = —4—A

Déterminez une droite g perpendiculaire a d.
2
Exercice 55. a) Déterminez une équation du plan m orthogonal au vecteur v = 2| et conte-
1

nant le point P(1;1;3).

b) Déterminez une équation du plan o contenant le point S(—2;1;—5) et perpendiculaire a

xr = 2-=2)\
la droited: < y = 1+ A
z = 2A

Exercice 56. Déterminez la droite d passant par le point A(2;3;5) et perpendiculaire au plan
m d’équation cartésienne 3x — 2y +z+5=0.

Exercice 57. Déterminez une équation cartésienne du plan w passant par le point A(3;1;1) et
perpendiculaire a la droite d passant par B(1;0;5) et C(3; —3;8).

Exercice 58. Déterminez une équation cartésienne du plan 7 passant par l'origine et le point
A(1;1;1) et qui est perpendiculaire au plan d’équation x —y + z + 2 = 0.
Exercice 59. Déterminez l'équation cartésienne du plan médiateur du segment AB avec A(2; —1;4)

et B(1;3;2).

Exercice 60. Soient les points A(5;1;4) et B(7;7;2). Déterminez une équation du plan m qui
coupe le segment AB a angle droit en son point milieu.

z = 143
Exercice 61. Soient les points A(1;1;0), B(5;7;4) et la droited: < y = 4— X
zZ = 3—A

Déterminez le point C de d tel que le triangle ABC' soit isocéle en C.
Exercice 62. Calculez la distance du point A(15; —2;5) au plan 7 : 3z — 2y + z = 12.

Exercice 63. Soient les deux plans a : 3x + 12y — 42 — 18 =0 et f: 3x + 12y — 42+ 73 = 0.

Vérifiez qu’ils sont paralléles, puis calculez la distance qui les sépare.

e —5es+

Exercice 64. Soit le plan 7 passant par ['origine orthogonalement au vecteur i = 2 €.

Calculez la distance de P(1;0;3) et Q(—2;3;5) au plan «.



Exercice 65. Soient le plan 7 : x — 2y + 3z 4+ 20 = 0 et le point A(—1;3;5).
a) Calculez les coordonnées du point B qui est la projection orthogonale de A sur le plan .
b) Calculez la plus courte distance entre le plan w et le point A.

c) Déterminez le point S, symétrique de A par rapport a ™ (Symétrie planaire).

T = 24A
Exercice 66. Soit la droite d:{ y = —7+2)\ et le point A(4,2; —4).
z = —24A

a) Déterminez le point P de la droite qui est le plus proche du point A.

b) Déterminez le symétrique de A par rapport a d (Symétrie axiale).

Exercice 67. Soit le plan m passant par l'origine et orthogonal a 1 = 6e; — Tes + Ge_g.

a) Calculez la distance de m aux points A(1;0;3), B(—2;3;5) et C(4;—1;0).

b) Calculez la valeur de chacun des angles du triangle ABC'.

Exercice 68. Déterminez les équations cartésiennes des plans orthogonaux a
i = 3e; —4es + 1265

et dont la distance jusqu’au point P(—6;2;1) vaut 2.



Exercice 69. Soit le plan 7 : Tz — 242+ 11 = 0.
a) Déterminez les équations cartésiennes des plans se trouvant a la distance 3 de .
b) Déterminez le point P de m qui est le plus proche de l'origine O(0;0;0). Combien vaut la

distance entre ce point et lorigine ?

Exercice 70. Déterminez les équations des plans bissecteurs des deux plans suivants :

m2r—y—2:—-13=0 et m:dx—-Ty—42—-5=10

*Exercice T1. Soit le tétraédre de sommets A(2;4;6), B(—4; —4:4), C(5;0;3) et D(—1;7;5).
Calculez la longueur de la hauteur, issue de A, de ce tétraéedre.

r = 44 A
*Exercice 72. Soient le point A(9;9:5) et la droited : S y = T7T—2\ .
z = 142X

Déterminez deux points B et C de d tels que ABC' soit un triangle rectangle d’hypothénuse
AC, la longueur du coté BC' étant égale a 10.
*Exercice 73.
a) Déterminez la projection orthogonale P' du point P(8;8;3) sur le plan
T:3r—y—2+9=0
b) Quelle est la plus courte distance de P a 7w ¢

c) Déterminez le symétrique S de P par rapport a .



Exercice 74. Calculez la mesure de l'angle aigu que forment les deux droites dy et ds dans
chacun des cas suivants.

1.
r = 17—k z = —134+4t
di:{y = 4—2k et dy:{ y = T+7Tt
z = 1342k z = —b—4t
2.
x = —8+4+3k xr = 6-—8t
diig 4 = 13 et dy:qy = 12+t
z = —6—4k 2 = —8—6f
3
x = =34+ = 24 3u
di:{ y = 8+6\ et dy:q y = p
z = 1642\ z = —4—pu

Exercice 75. La droite a est donnée par les points A(3;0:5) et B(—1;2;7). La droite b est
donnée par les points C(—6;4;2) et D(5;4;3). Calculez la valeur de l'angle aigu et de l'angle
obtu déterminé par ces deux droites.

Exercice T6. Soit le triangle de sommets A(4;1;7), B(2;4;3) et C(3;9;5). Calculez les trois
angles de ce triangle.

Exercice 77. Soient les plans o : 20 — 3y +4z+4=0et B : =3z +y+ 22z = 0. Cualculez la
valeur de l'angle aigu déterminé par ces deux plans.

Exercice 78. Déterminez ['angle aigu entre les plans o et 3 suivants.

a) a:x—y+5=0 B:x+2y+32=0
b) a:3z+y+2z+5=0 B:=br+2y+32=0
c) a:x+2y—2=0 B:2r—3y+4z =38

Exercice 79. Que vautl l'angle entre le plan 7 el la droite d suivants ?

z=14+A
T:x—y+o=0 d:{ y=1—AX
z=2+3A
xr=1+3A
Exercice 81. Déterminez l'angle aigu entre la droite d : { y=4— X et le mur.
z=3—A



Exercice 82. A partir de la définition du produit vectoriel et de celle de la base usuelle
(?f; 24 ?3%), complétez :

GAE = e ne = AT =
ane = e AE = AT =

Exercice 83. A partir des propriétés du produit vectoriel et des résultats de l’evercice précédent,
calculez :

1) 3¢ A 2e3 2) — e A3¢j 3) €l A (€3 + &)
4) 5es A (3ef —2e3)  *B) (el +2e3 —4e3) A2ef  *6) (—3€l + &5) A (2] + 6es — e3)

Puis calculez les vecteurs suivants :

p ) 1 1 4
a=|olal=3], b=]0|na[3]|, e=[-1|n]-3
0 0 9 0 2 5

Exercice 84.

Démontrez la formule permettant de calculer rapidement le produit vectoriel.

Aide : utilisez Uécriture @ = a e} + ases - (13?3) et b = biej + byes + bg?:; des vecteurs

ap by
d=ay| etb=|by|, avec (€];e5:3) la base usuelle.
as bs

2\ - [0
Exercice 85. Soient les vecteurs a = 0), b —(4
3 2

L

,bAa, a

o~

Calculez les produits vectoriels @ N 1 et ep Ab.

Exercice 86. Donnez une équation cartésienne du plan © passant par A(2; 1;8) et de vecteurs

1 2
directeurs ¥ = (2) et § = (—1) )
3 1

Exercice 87. Déterminez l'aire du parallélogramme OABC ot A(2;%; —1) et B(3;8; —5).
Exercice 88. Soit les points A(2;1;1), B(5;2;3) et C(4:4;6).
a) Donnez une équation cartésienne du plan w contenant ces trois points.

b) Déterminez l'aire du triangle ABC.



*Exercice 89. Soit les points A(3;0;0), B(0;5;0) et C(0;0;8).

Déterminez le volume du tétraédre OABC. Aide : déterminez d’abord une équation carté-
stenne du plan ™ contenant A, B et C, puis calculez la distance de O a .

*Exercice 90. Soit A, B el C les points d’intersection du plan 7 : 3x+ 4y + 6z —24 = 0 et des
azes de référence.

a) Dessinez le tétraedre OABC' et calculez son volume.

b) Calculez laire du triangle ABC.

Exercice 91. Soit les points A(1;2;3), B(4;5;6) et C(2;1;0).

a) Calculez Uaire du triangle ABC.

b) Déterminez une équation cartésienne du plan ™ contenant ce triangle.

c¢) Déterminez des équations paramétriques de la droite d, incluse dans le plan w et médiatrice
du segment BC'.
Exercice 92. Soit les points A(1;2;0), B(6;2;5), C'(3; —2;0) et D(—2; —2;=5).

a) Vérifiez que ces points appartiennent ¢ un méme plan 7 et donnez une équation carté-
sienne de ce plan. Dessinez également les traces de w dans les trois plans de référence.

b) Calculez les coordonnées du point d’intersection des droites AC et BD.

¢) Prouvez que le quadrilatére ABC'D est un losange et calculez la valeur de ses angles ainsi
que son aire.

d) Calculez la valeur de l'angle aigu déterminé par la droite BD et le sol.

¢) Déterminez une équation cartésienne du plan qui coupe perpendiculairement le plan w
selon la droite AC.

Exercice 93. Démontrez que | @ e (b A ¢) = det(a; b; ) |

Exercice 94. Soit les quatres points A(—1;2;5), B(2;0;1), C(3;—2:0) et D(—1;7;3). Vérifiez
que les vecteurs }TB), zﬁ et zﬁ forment une base de l'espace V3 puis déterminez le volume du
parallélipipéde formé par ces trois vecteurs.



Exercice 95. Résolvez les systémes d’équations suivants par la méthode de Cramer.

2c +3y—4z = —4 2t —3Jy+8z = —2
) 3z—y+z = 4 b) ¢ 3rx+yt+z = 8
& +-— 2 = 0 T— 20z = —2
a-+ bt-c-td = B
3r—Ty = -1 I a—b—c+2d = 1
C){6I+y = 13 % 2a+b—c—d = -5

a+2b+3c+4d = 9

Exercice 96. Discutez le nombre de solutions des systémes d’équations ci-dessous en fonction

des valeurs du parameétre \ € R.

_ B 1=XNz+y+-=z
a) { 532+(§)f1“)2y - 8 b) { 34+ (4— Ny +32
: o= 2z + 3y + (2 — \)z
(1—X)z+ 3y + 62 = 0
) ¢ =3+ (-5—-ANy—62z = 0
3z4+3y+(4—XN)z = 0

Exercice 97.

r=4+ X\
a) Calculez la distance du point P(5;8;11) a la droite d : { y=4—2\ .
z=1-2A
r=3-2\
b) Idem avec le point A(—5;4;—2) et la droite ds - ¢ Yy =2+ 3\
z=—14+ X

Exercice 98. Soit la droite d passant par les points A(2;2;—5) et B(
distance de d se situent les points D(1;1;1) et E(6;—4;—3) ?

Exercice 99. Soit la droite d passant par les points A(2;3;5) et B(1;2;8).

o

4: —1;—4). A quelle

Déterminez le point E de la droite d situé a égale distance de C(5;4;8) et D(9; —2;6).



Exercice 100. Soit la pyramide SOAB de sommet S(0;0;8) et de base OAB avec A(6;0;0)
et B(0;4;0). Nous coupons cette pyramide par le plan 7 d’équation 2x + 3y + 3z — 18 = 0.

a) Dessinez la section de la pyramide par le plan et calculez son aire.

b) Calculez la distance de la droite AB a chaque sommet de la section.
Exercice 101. Soit les points A(1;3;1), B(1;6;5), C(—2;2;0) et D(0;2;—1). Déterminez le
volume de la pyramide ABCD.

Exercice 102. Soient les plans o :x+y—2—8=0etB:2x —3y+2—11=0.

a) En employant un produit vectoriel, déterminez un vecteur directeur de la droite d’inter-
section des deux plans.

b) Déterminez la trace dans le sol de cette droite d’intersection.

c) Calculez la distance de cette droite au point A(4;...;...), sachant que ce point est situé
dans le plan 5 et dans le sol.

*Exercice 103. Soient les points A(1;5;3), B(5;3;7) et C(9;1;2).

Déterminez les équations paramétriques de la bissectrice de 'angle BAC.

r=24+A
*Exercice 104. Soit la droite d : { y=—T7T4+2\ et le point A(4;2;—4).
z2=—2+A

a) Déterminez le point P de la droite d qui est le plus proche du point A.

b) Déterminez le symétrique de A par rapport a d (symétrie axiale).



Exercice 105. Soient les points A(3;0;1), B(0;1;3) et C'(5;4;3).

a) Déterminez les coordonnées de D tel que ABCD soit un parallélogramme.

b) Calculez l'aire de ce parallélogramme ainsi que la distance de C' a AB.

c) Déterminez une équation cartésienne du plan w contenant A, B et C.

d) Déterminez une équation cartésienne du plan 7" L m qui contient la droite AB.

e) Calculez la distance de C' a 7'. Que remarquez-vous ¢

(SIS
[
[V SO
+ 1+
SR S
1

Exercice 106. Soient les droites dy : {
3A

2A

)\ et dg .
a) Quelle est la position relative de ces deux droites ?

b) Déterminez un vecteur directeur de la perpendiculaire commune a dy et ds.

c) Déterminez une équation cartésienne du plan m contenant dy et la perpendiculaire com-
mune a d, et d,.

d) Déterminez les coordonnées du point d’intersection de m avec ds.

¢) Déterminez des équations paramétriques de la perpendiculaire commune a d, et ds.

Exercice 107. Déterminez l'équation de la sphére S de centre C(—4;11;—9) et de rayon 13.

Exercice 108. Soient les points A(2; —2;14), B(12;—2;—1), D(1;—18;5) et E(10; —3; —11).
a) Déterminez si ces points appartiennent da la sphére S de centre C'(5; —6;2) et de rayon 13.
b) Pour les points n’appartenant pas a la sphére S, déterminez s’ils sont a Uintérieur ou a

lextérieur de cette spheére.

*Exercice 109. Donnez ’équation de la sphére S centrée en C(1;—2;3) et de rayon r = 7, puis
déterminez, par rapport a S, ou se situent les points A(3; 3; —1), B(—2;4;1) et C(6;2;6).

Exercice 110. Soient les points A(4;2;—3), B(—1;3;1), D(2;3;7) et E(1;5;9).

Déterminez 'équation cartésienne de la sphére passant par les points A, B et ayant son
centre sur la droite passant par D et E.



Exercice 111. Déterminez le centre et le rayon des sphéres suivantes :

x Syttt + 22 —8r+62—-11=0

*x Syttt 4+ +2r—y—2243=0

* Sy rat+yt+22—6x+10=0

x Syral+y?+22—6r+ 14y —242+102=0

*Exercice 112. Les équations suivantes représentent-elles des sphéres 7 Si oui, déterminez leur
centre et leur rayon.

* 24yt + 22 +6x—10y—42+22=0
* P4yt + 22— 120 -2y +62+56=0
x 202+ 22+ 222 - 22+ 8y +22—87=0

Exercice 113. Déterminez la position de chacune des droites suivantes par rapport a la sphére
S:(z—1)7*+(y—5)*+ (2 —2)* — 14 =0 et précisez les points d’intersection éventuels :

A r=T+2\
dy : 2\ do:{ y=T7—2A ds :
z2=6—\

A
Exercice 114. Déterminez les coordonnées du ou des éventuels points d’intersection de la
sphére § d’équation

2+ 34+ A
2+ T—A
6— 5—A

SIS
11l
SIS
10l

S ax?+yt+ 2 —8r+4y —102 — 124 =0

-3
et de la droite d de vecteur directeur 3 = | —4 | passant par A(4;—2;5).
12

Exercice 115. Soit la sphére S de centre C'(3;3;2) passant par A(5;6;6).

a) Donnez l'équation de cette sphére.

*b) Déterminez l'équation du plan 7 tangent a S en A.

¢) Déterminez la droite horizontale tangente a S en A.

d) Quels sont les points d’intersection de S avec U'aze Oz 7

Exercice 116. Déterminez l'équation de la sphére passant par A(2; —2;1), B(—1;1;5) et cen-
trée sur l'are Ox.

=06+ 2\
Exercice 117. Déterminez l’équation de la sphére de centre M (2;0; —1) tangente a d : { y=>5+2A
z=1-2\



+ A

6
14 — 2\ situés a la distance 5v/2 du point
7

Exercice 118. Quels sont les points de d : {
—A

SIS
1l

A(4;4:1) ¢

* Exercice 119. Soient la sphére S : (x — 3)* + (y — 1)* + 22 = 169 et le plan
m: 12z +4y+32—-12=0

Déterminez les plans paralléles a m et tangents a S, ainsi que leur point de contact.

z=6—A\
Exercice 120. Déterminez l’équation de la sphére tangente a t : { y=-—A en T(4;7;7)
z=—-1-2)\

et centrée sur l'axe Oy.

Exercice 121. Déterminez l’ensemble des points P tels que PA 1 PB, avec A(1;—2;2) et
B(5;6;4).

o= T 42X
Exercice 122. Soient le point A(2;8;6) et la droite d: ¢ y=5+4\ .
2=1—A

a) Déterminez B € d tel que OAB soit un triangle rectangle d’hypoténuse AB.
b) Déterminez C' € d tel que OAC' soit un triangle rectangle d’hypoténuse OA.

* Exercice 123. Soit la sphére S d’équation S : (x + 3)* + (y — 15)* + (2 — 2)* = 225.

1. Montrez que le point T(7;4;4) appartient a S ;

2. Déterminez l'équation du plan tangent a S au point T'.

Exercice 124. Calculez le rayon de la sphére S de centre C(4;1; —5) qui est tangente au plan

mix+2y+22=41

Exercice 125. Déterminez l'équation de la sphére de centre M(2;0;—1) tangente au plan
T:r4+4y+32—-25=0

* Exercice 126. Déterminez l’équation de la sphére tangente @ 7 :2x — 3y — 32 +24 =0 en
P(?7;4;4) et...

a) ...centrée dans la paroi.

b) ...passant par A(5;3;—2).



Exercice 127. Soient la sphére S : 2% + y? + 2? — 6x — 2y = 159 et le plan
w:12x4+4y+32—12=0
Déterminez les équations des plans paralléles au plan 7 et tangents a la sphére S.

Exercice 128. Soit la sphére S d’équation S : 1 + y* + 22 — 4z — 6y + 142 — 107 = 0.
Déterminez l’équation du (ou des) plan(s) tangent(s) au(x) point(s) de la forme P(x;T; —4).
Exercice 129. Déterminez le centre et le rayon du cercle d’intersection de la sphere

S:at+(y—1)2+(2—-5)* 146 =0 et...
a) ...du sol; b) ...du mur; ¢) ...du plan 7w : Tx + 4y — 4z — 65 = 0.

Exercice 130. Soient la sphére S de centre M (—1;6; —2) passant par A(5; —1;2) et le plan
contenant A et l'axe Ox.

a) Déterminez le centre et le rayon du cercle d’intersection C.

b) Vérifiez que P(—2; —2;4) € C et trouvez la droite t (C w) tangente a C en P.

Exercice 131. Soient la sphére S : (x — 1)+ (y — 5)* + (2 — 3)2 = 62 et le plan
m:3x —Ty+22+88=0

Montrez que le plan w est tangent a la spheére S.

Exercice 132. Soient les sphéres

S+t =144 et Sty 44 —2y—42—-T72=0.
Montrez que ces sphéres sont tangentes puis trouvez le point de contact.
Indication : Deuz sphéres peuvent étre tangentes (internes ou externes), disjointes ou

sécantes. Pour déterminer cette position relative, nous calculons la distance entre les centres
des sphéres puis esquissons un schéma.



