Niv. 1 Geomeétrie dans I'espace

Exercice 1
On donne deux points A(2 ; 3;5) et B(-2;-1; 2).
Déterminer les projections de ces points sur le mur, sur le sol et la paroi.

Exercice 2

Pour chacun des points suivants, on donne soit sa projection sur le sol, soit sur le mur, soit
dans la paroi.

En utilisant uniquement une régle et une équerre, construire les autres projections.

e-|----- T

Exercice 3
On donne deux points A(2;5; 3) et B(4;9;1).
a) Calculer le vecteur AB.

b) Calculer le milieu du segment AB.
c) Calculer le symétrique de A par rapporta B.

Exercice 4

Relativement a un repere de I'espace, on donne trois points : A(4; 0 ; 0),

M(2 ; 3 ; 1) milieu du segment AB et D(0; 0; 3).
a) Montrer, par calcul, que les points A, M et D ne sont pas alignés.
b) Calculer les points B et C pour que ABCD soit un parallélogramme.
c) Trouver les coordonnées du centre du parallélogramme.

Exercice 5
Trouver les équations paramétriques de la droite d dans les cas suivants :

a) d passe par le point A(4 ; 0; 2) et est paralléle au vecteur d = tp — Uy + 2U3.
b) d passe par le point A(3 ; 0; 4) et est paralléle au vecteur d =0 .
Dessiner la droite d.

c) d passe par le point A(4 ; 5; 1) et est paralléle a I'axe des z.
Dessiner la droite d.

X=-3-m
d) d passe par le point A(3 ; 5 ; 4) et est paralléle a la droite a: <y =2-5m.
z=-1
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Exercice 6
Relativement & un repére de I'espace, on donne deux points A et B par leurs coordonnées.
Calculer la droite passant par A et B, puis ses traces.

a)A(G;1;5), B(2;4;3)

b)A(1;3:;3), B(2;2;3)

c)A(1;4:;2), B@B;4;2

Exercice 7

Relativement & un repére de l'espace, deux droites d: et d» sont données chacune par un point
et un vecteur directeur.

Etudier la position relative de ces droites.

~1 1
a) di:A®6;3;0)et d=| 1 d2: B(0;0;4) et dy=| 1
1 -1
2 4
b) di: A(-3;1;2)etd;=| 1 d2: B(4;-1;0) etd, =| 2
-1 -2
2 —2
c) di:A(1;4;1) et dy=| 0 d2: B(5;-1;0) etd, =| 5
1 2

d) di: AQ;-1;-4)etd;=|- d2: B(4;0;-5) etdy=| 1

|
; 2

-1
Exercice 8
X=2+2m X=1+m,
On considere deux droites: dy:cy=1-m et do:qy=4-m,
z:1+m1 z:2+pm2

Trouver la valeur du paramétre p pour que d; soit sécante a d».

Exercice 9
Dessiner les traces des plans suivants :
a) 4x+6y+3z2-12=0 e)x-5=0
b) x-y+z=5 fx-y=0
c) 2x+y-z=10 g)4x-y-2z=0
d 2x+y-6=0 h)z=4
Exercice 10

Les plans suivants sont donnés par trois points.
a) A(2;3;5), B(1;0;5) et C(6;-2;5)
b) A(2;1;3), B(5;-1;6) et C(1;4;2
1. Trouver I'éguation cartésienne de chaque plan.
2. Calculer les intersections avec les axes et faire une représentation graphique.
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Exercice 11 (facultatif)
Construire les traces du plan 7 sachant que :

a) 7t est paralléle a la paroi et passe par le point A(5; 2; 3).
b) mrest paralléle au sol et passe par le point A(3; 3, 4).
c) 7t contient I’axe des y et passe par le point A(2;3; 3).
d) 7t contient I’axe des z et passe par le point A(2; 4;5).

Exercice 12
Trouver I'équation du plan = contenant le point A(1 ; 2 ; 5) et la droite d .

La droite d passe par le point B(6; 0 ; 0), son vecteur directeur est d = —Uy + 20y +Ug.

Exercice 13 (facultatif)
Trouver la forme de I'équation cartésienne d'un plan = si :
a) 7 || sol c) m || paroi e)n || OY
b) 7 || mur d)n || OX fin || Oz
g) = passe par l'origine

Exercice 14 (apres 1)
Relativement a un repere (0, Uy, Uy, Ug), une droite d est donnée par un point

A(2; 3; 3) et par un vecteur directeur d = 20; — 20, —Us .
On appelle d' la paralléle a d passant par le point B(4; 4 ; 0).
a) Dessiner les droites d et d' ainsi que leurs projections sur le sol.
b) Dessiner les traces et donner I'équation cartésienne du plan vertical
contenant la droite d.
[ x+y-5=0 ]
c) Dessiner les traces et donner I'équation cartésienne du plan =
contenant d et d'.
[ 7x+4y+6z-44=0 ]
d) Dessiner et donner les équations paramétriques d'une droite horizontale
h du plan 7 passant par le point A.
Exercice 15
Dessiner la droite d'intersection d; des deux plans suivants :
a) m:2x+2y+22-12=0 et T 6X+2y +92=18
b) mi:y=3 et . 4Xx+62-12=0
C) m1:3x-4y+62-12=0 et o 4X+2y—-72=8

Exercice 16
On donne deux plans & et ' par des équations cartésiennes :
m:5x+10y+6z-30=0 miox+2y-32-12=0

On appelle d ladroite d'intersection de w et '
a) Représenter, relativement a un repére unique, les deux plans.
Dessiner la droite d.

b) Calculer les traces de la droite d dans le sol, le mur et la paroi.
[(6/5; 12/5;0) , (54/17;0; 40/17) , (0; 27/7; -10/7)]
c) Donner une représentation paramétrique de d.
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Exercice 17 (apres !11)
Soit une droite d donnée par deux points : A(2;3; 3), B(5; 8;4).
Dessiner le plan vertical 7 contenant la droite d.

Exercice 19
Relativement a un repére (0, Uy, Uy, Ug), une droite d et un plan = sont donnés par des
informations géométriques.
Etudier leur position relative.
a m: 2x+y-z-10=0

d: D(4;6;0), E(1;5;3
b) n: 2x+y+2z-6=0

d: B(2;4;0), d = Uy + 30, — U3
C) m: y-z=4

d: B(3;0;0), d = 20; — Uiy — i3
d n: x+y+z-6=0

d: B(1;4;1), d = Uy + 40, — 5

Produit scalaire
Exercice 20
Calculer la projection orthogonale Q' de Q(8; 6 ; 11) sur le plan
n:2X-y+4z-12 =0, puis le symétrique Q" de Q par rapport a =.

Exercice 21
Calculer la projection orthogonale Q' de Q(5; 5; 9) sur la droite d donnée par
1
le point A(4 ; 4 ; 2) et le vecteur directeur d =| 1
-2
Exercice 22

Un plan &t est donné par son équation : 12x + 20y + 15z — 120 = 0, tandis qu'une droite d est
donnée par deux points D(3;2;2)etE(4;5; 1).
a) Déterminer les points d'intersection F, G et H de = avec les axes de coordonnées.
b) Dessiner les traces du plan & sur les trois plans de référence et construire la droite d.
c) Verifier si les points A(5;0;4),B(0;3;4)etC(5; 3;0)
appartiennent au plan . Calculer les c6tés, les angles et I'aire du triangle ABC.

[a=64 b=5c=583 o=72,02° B =47,96° v=60,02 S$=13,87]
d) Déterminer les trois angles suivants:

- angle aigu que font le plan = et le mur . [ 64,36°]

- angle aigu que font le plan = et la droite d . [38,3°]

- angle aigu que font la droite d et le sol . [17,55°]

e) Calculer la projection orthogonale D' de D sur le plan .
[ 3,22;2,36;2,27 ]
f)  Calculer les distances du point E, et de l'origine au plan =.
g) On considére la pyramide de sommet 0 et de base FGH.
Déterminer son aire latérale totale, son volume, ainsi que les coordonnées du pied de sa
hauteur issue de 0.
[ s=149,46 V=80 H(1,87; 3,12; 2,34) ]
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Exercice 23
1. Calculer la distance du point A(3; 4 ; -4) auplan n:2x-y-2z-12=0.

2. Déterminer les plans paralléles a & dont la distance
a) a A vautb.
b)a n vaut 5.

Exercice 24
On considére le plan 7 et la droite d :
X=24+m
n:3x+4y-10=0 d:<y=3-2m.
z=1+2m

Déterminer les points de d qui se trouvent a distance 4 de .

Exercice 25 (facultatif)
On donne deux plans par des équations cartésiennes :
mi6x+2y+32-12=0 et m:iXx+2y-2z2-4=0
a) Déterminer I'angle aigu que font les deux plans.
b) Déterminer I'angle aigu que font le plan 1 et la paroi.

Exercice 26
On considere deux plans :
1 4x-5y-22-16=0 et mp:-4x +5y+22-7=0
a) Prouver qu’ils sont bien paralléles.
b) Déterminer la plus courte distance les séparant.

Exercice 27
2
On considere une droite d donnée par le point A(1;5;6) et son vecteur directeur d=|2
1
ainsi qu'un plan 7:4x-5y-2z-16=0 paralléle a la droite d.
a) Vérifier que = est paralléle a d.
b) Déterminer la plus courte distance les séparant.
Produit vectoriel
Exercice 28
Le plans & est donneé par :
1 1
a) A;1;-1), r=|1], S=|-1 [ 3x+2y—-z-9=0 ]
5 1
b) A(7;2;-2), B(2;-1;1) et C(-3;1;4). [ 3x+52-11=0]

En utilisant le produit vectoriel, trouver I'équation cartésienne de .
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Exercice 29
2 4

Soit deux vecteurs a=| —4 | et b=|3
5 -2

Calculer le vecteur-unité perpendiculairea @ et b .
Exercice 30 (facultatif)
Relativement & un repére métrique, on dessine un tétraédre donné par ses sommets : A(6; 2;
0), B(4; 5; 0), C(0; 0; 1) et D(1; 3; 6).
a) Déterminer les plans médiateurs des arétes AB, AC et AD.
b) Calculer l'aire de chacune des quatre faces du tétraedre.

[11,15 17,85 12,62 18,61]

c) Calculer la distance séparant le sommet D de chacune des trois arétes AB, AC
et BC.
[7 5,81 551 ]

Exercice 31
Le plan & est donné par I'équation suivante : x +2y -3z-4=0.

Trouver le vecteur horizontal h "contenu” dans T, puis un vecteur k " contenu" dans m et
perpendiculaire a h .

Exercice 32
2

1. La droite d est donnée par le point A(8; 2 ;7) et le vecteur d=|-1
1

Calculer la distance du point C(3 ;8 ;5) a la droite d.
2. La droite d est donnée par deux points A(2;4;3) et B(3; 3; -2).
Calculer la distance de l'origine a d.

Exercice 33
On considere trois points A, B et C donnés par leurs coordonnées relatives a un repére
standard : A(3;0;1),B(0;1;3),C(5;4;3).

a) Trouver les coordonnées d'un point D de sort que ABCD soit un parallélogramme.

b) Calculer l'aire du parallélogramme et la distance de C a la droite dag.
[ D@B;3;1) S=18,22 dist(C,dag) =4,87]

c) Déterminer I'équation cartésienne du plan = contenant les points

A BetC.
[ 3x-5y+7z-16=0 ]
d) Trouver I'équation cartésienne du plan ' qui est perpendiculaire a T et qui

contient la droite dag.
[ 17x+27y+122-63=0 1

e) Calculer la distance de C a 7' et la comparer a dist(C,dag).

f) Trouver des équations paramétriques de la droite d du plan © qui est
perpendiculaire a dag en A.

g) Calculer la distance de C a d. [ 053 ]

Exercice 34
On donne deux plans a et B, chacun par un point et un vecteur normal :

6
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o A(-l ; 6 ; 0), a =661+5U2 +11U3
B: B(5:;0:3), b =90 + (i, +1005

Déterminer la droite d'intersection d des ces deux plans.

Exercice 35

1.

2
3.
4

Etablir I'équation de la sphére o de centre £X4 ; 1 ; 5) passant par A(3; 3; 1).
[ (x-42+(y-1)2+(-57=21 ]

Le point B(5; 5; 7) appartient-il a cette sphére ?

Trouver le plan tangent & o en A.
[ x-2y+4z-1=0 ]

Trouver les points d'intersection de o et de I'axe 0Z.

Exercice 36
Etablir I'équation de la sphere o de centre £2(3; 0; 1) et tangente

a) auplan m:x+2y+2z-25=0 [ (x -3)2+y2+ (z- 1)2= (20/3)2 1
X=6-n

b) aladroite d:J{y=2+2n [ (x-3)2+y2+(z-1)2=31/2 ]
Z=3+n

Exercice 37
Etablir I'équation de la sphére o dont le centre est sur I'axe des x et qui passe par
les points A(2;-2;-1) et B(-1;1;5).

[ (x+3)2+y?+22=30 ]

Exercice 38
Soit une sphére o centrée en (X2 ;7 ;-5) et tangente au sol.

a) Etablir son équation.

b) Quelle est la position de cette sphere par rapport au mur, par rapport a la
paroi ?

c) Pour quelle valeurs de y le point A(3;y;-1) se trouve-t-il a I’intérieur
de c?

Exercice 39
Soit lasphére 6 : x>+ y? + 72 - 4x + 22- 4 = 0.

a) Trouver le centre et le rayon de o.
[ 02(2,0;-1) r=3 ]

b) Quelle est la position de cette sphere par rapport a une droite donnée par (donner les
éventuels points communs) :

X=5+1

1.di:{y=4+4 2.d2: AQ;-3:;5), dp=| 2
z7=-1-1 -2
[ 1) secant ; 11(3;2;1), 12(7/3;4/3;5/3) 2) tangent; 1(4; 1;1) ]

Exercice 40
Soit lasphére o : (x-11)%+ (y-4)?+272-100=0 et m:4x+y-2-12=0.
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Déterminer le centre et le rayon du cercle d'intersection de o et .
[ C(3;2:;2) et r=529 ]

Exercice 41
Soit o: (X - 2)2+ (Y- 2)%+ (z-5)*-14=0 et m:3x+2y+2=0

Trouver les plans paralléles a m et tangents a ©.
[ 3X+2y+z-1=0, 3x+2y+z-29=0 ]

Exercice 42
On donne une sphere o et une droite d:
o estcentréeen Q2(-1;1;-3) derayon 7,
d passe par A(6 ; 2 ; 2) parallélement & d = 4, + 30y — U .
a) Vérifier que dest tangente a o et calculer I'équation du plan tangent au point

de contact |I.
[ 1(2;-1; 3), plan: 3x -2y +6z-26=0 ]

b) Trouver I'équation d'une tangente a o en | qui soit perpendiculaire a d.
[ tangente | — 1601 + 27U + 1703 ]

Exercice 43
Soit une sphére o de rayon 3, centrée en (X0 ; 4 ; 5) et une droite dx passant par le point A(3 ;

7 ; 2) parallélement au vecteur d = ki, — U, +U,.
a) Facultatif. Donner les éventuels points communs a ¢ et dx dans les trois cas

suivants
k=-2 k=0 k=1
[ (-3;4;5) (1;6;3) / (3;4;5) / néant 1
b) Obligatoire. Quelles sont les valeurs de k qui rendent la droite dx tangente
a la sphere?
[ k=-4 ou k=0 1
Exercice 44

Trouver des équations cartésiennes des sphéres de rayon p =4 qui sont centrées sur la droite
d ettangentes au plan © donnés ci-dessous :
X=2+4
d:qy=-1+1 : n:2X+3y-62-6=0
z=1-1
Exercice 45

Dans le plan © d’équation 2x —2y +z—8 =0, on envisage le cercle c de centre
N(3;-5:7?)etderayon r=2. Trouver les centres puis des équations cartésiennes des

sphéres de rayon p = 2410 qui coupent le plan = selon le cercle c.

Exercice 46 (facultatif)
a) Trouver le centre et le rayon de la sphere d'équation :
b) x?+y?+72-6x-8y-172+25=0
[ Q(3;4:85), p=85 ]

c) Quelle est la position de cette sphére par rapport au plan = d'équation :

X+ 2y + 2z + 8 = 0 et par rapport au sol?
[ sphére disjointe de w, tangente ausol ]
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d) Trouver les plans w12 qui sont tangents a la sphére et paralléles a .
[ 2Xx+4y+4z-5=0, 2x+4y+4z-107=0]

e) Le plan ' d'équation X + 2y + 2z — 10 = 0, coupe la sphére selon un cercle.

Déterminer le centre C et rayon de ce cercle.
[ C(1;0;4,5), r=6,02 ]

f) La verticale qui passe par le point S(7 ; 4 ; 0) rencontre la sphére en deux points A et

B. Calculer les plans tangents a la sphere en ces points, puis I'angle entre ces plans.
[ en A:8x-152-41=0 , en B:8x+15z2-296=0 ]

Exercice 47 (facultatif)
On donne une sphere o et une droite d:
o estcentréeen 2(-1;1;-3) derayon 7,

d passe par A(6 ; 2 ; 2) parallélement a d= 4u, + 30, —U,.

a) Vérifier que desttangente a o et calculer I'équation du plan tangent au point de
contact 1.
[ 1(2; -1; 3), plan: 3x -2y +6z-26 =0 ]

b) Trouver I'équation d'une tangente & o en | qui soit perpendiculaire a d.
[ tangente | — 1601 + 27U + 1703 ]

Exercice 48
1. On considere le plan 7 d'équation 2x —y + 2z — 8 = 0 ainsi que les points A(3; 2 ; 2),
B(7;6;0),C(5; 10 ; 4), tous inclus dans le plan & et le point E(8; 4 ; 7).

a) Veérifier que le triangle ABC est isocéle et rectangle puis calculer les coordonnées du
point D tel que le quadrilatere ABCD soit un carré.

b) En travaillant avec le produit vectoriel, calculer I’aire du triangle ABC.

c) Calculer la distance du point E au plan .

d) Calculer le volume du tétraédre ABCE.

2. La sphére s de centre E passe par le point A.

e) Trouver une équation cartésienne de la sphere s et vérifier que cette sphere passe
aussi par les points B et C.

f) Trouver les coordonnées du centre F et le rayon du cercle d’intersection de S et .
3. Ladroite t est incluse dans le plan 7 et tangente a la sphere s en C.

g) Trouver des équations paramétriques de la droite t.

h) Trouver des équations paramétriques de ’autre droite du plan 7 tangente a la sphére
setparallelea t.
X=6+A
4.0n donne ladroite d :<y=2A incluse dans le sol.
z=0
i) Calculer les coordonnées des points d'intersection G et H de d et de la sphere s.
Exercice 49
On envisage le plan © d’équation X +2y+2z+3=0, lasphérec de centre
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Q(8;5;0) et derayon p=6 etladroite d qui passe par les points
A(0;17;6)etB(6;9; 4).
a) Trouver les points d’intersection | et J de la sphére o et de la droite d.
b) Calculer les angles et 1’aire du triangle 1JQ.
c) Soit K le point de la sphére ¢ le plus proche du plan . Calculer ses coordonnées et
sa distance a .
d) Vérifier que L(4 ;3 ;4) est un point de la sphére 6 et trouver des équations
paramétriques de la droite t qui est tangente a la sphére o en L et paralléle au plan
Oyz.
e) Calculer I’angle aigu que forment la tangente t et le plan =.
f) Leplan =’ coupe la sphére o en un cercle ¢ de centre N(20/3 ; 11/3 ; -2/3) .
Trouver une équation cartésienne du plan ©> et le rayon r du cercle c.

Exercice 50
On considere trois points : A(2; 3; 2), B(-2; 3; 6) et C(6;-5; 2), ainsi que le plan
ni2X+y+2z-7=0.

a) Trouver une équation cartésienne du plan 7’ contenant le triangle ABC.
[n:2x +y+2z-11=0 ]

b) Expliquer pourquoi les plans & et m’ sont strictement parall¢les, puis calculer la plus
courte distance qui les sépare. [ 1/3]

c) Trouver des equations paramétriques de la droite d sachant qu’elle passe par les
points suivants D(20 ; -37 ; 2) et E(-10; 23 2).

d) Trouver I'équation d'une sphere s centrée sur la droite d et qui est tangente a la fois au

mur et a la paroi. Combien y a-t-il de sphéres possibles ?
[S1: (x=3)2+(y+3)°+(2-2)°=9, 530 (x—1)2+(y-)?+(2-27=1 ]

Exercice 51
On considere deux points D(0;0;4)et J(4;4;2) et lasphére s de diamétre DJ

a) Etablir I'équation de cette sphére. [ (x-27+(y-2)2+(-37=9]
On considére la sphére s d’équation (X — 2)2 +(y-— 2)2 +(z- 3)2 =09,
b) Montrer que le point G(0;4;4) estsitué sur la sphére s.

c¢) Etablir les équations paramétriques de la droite t tangente a la sphére s en G et
contenue dans le plan 7 :x+y+2z-12=0.

3
[ tl|5 1
-4

d) Déterminer les coordonnées du point S ou la droite GJ coupe le sol. Trouver le point
P de la sphere s qui est le plus proche du point S .
[ S(8;4;0), P(32/7 ;2017 ;12/7 ]
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