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Introduction

L'activité de ce cours intitulé algébre linéaire est I'étude de transformations géo-
métriques du plan et de I'espace.

Pour décrire une transformation qui envoie un point P(x; y) du plan sur le point
P'(x; y"), on peut donner les coordonnées x' et y' de P’ en fonction des coordon-
néesx ety de P.
La transformation est dite affine si elle peut s'écrire sous la forme
(x'=a-x+b-y+e
f'{y'=c-x+d-y+f
avec 6 constantes a, b,c,d, e et f.

Exemples 3
1) Homothétie de centre O et de facteur 3
I
Description algébrique: f :{;, 5% A
= SL . Fay, | x
Description vectorielle: f:0P — OP' =3 OP oWy O4=304
o >
- N A
2) Translation de directiond = ( 1)
e s fx'=x+2
Description algébrique : Fai— y+1
Description vectorielle:  f:0P +— OP' = 0P +d
3) Rotation de centre A(2; 1) et d’angle @ = 90°
o e X' ==y +3
Description algébrique : ¥ {y' a Bl
4) Projection orthogonale sur I'axe Ox
Description algébrique : iz tc,, z J(;
it I o AZ
Description vectorielle: ~ f:0P +— OP' = (U;*OP)U; -
- L)
5) Projection orthogonale sur le so;, o A <I y
= Plxy'z;
Description algébrique : f: {y' =y by
2'=0 ol

Description vectorielle:  f:0P + OP’ = OP — (i3 - OP )i,

C'est Euler, en 1748, qui est a l'origine du terme « transformation affine », car dit-
il, « deux courbes images I'une de I'autre par une telle transformation présentent
entre elles une certaine affinité ».1

1 Encyclopédie Wikipédia
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Etant donné une transformation affine (ou apphication altine ou alfinité pencralo)
fx'=a-x+b-y+e
f'{y’=c-x+d-y+f
déterminons I'image v = A'B d'unvecteur 7 = AB.
Si A(xy; y1) et B(x3; y,) sont deux points du plan, 7 = AB = (2) = ;; : ;i)
Afin de trouver I'image ¥’ du vecteur ¥, déterminons les images A" et B’ par f des
points A et B.
A'(ax; + by, + e;cxy + dy, + f) et B'(ax, + by, + e;cx, + dy, + f) et ainsi
1B = ((ax2 t+ by, +e) - (ax; + by, + e)) (a(x2 —x1) +b(y2 — }’1))
(cxz +dy, +f) — (cxg +dy;, + f) c(z —x) +d(y; — 1)
On obtient ainsi

e +b =
o v 5, D)

On remarque que e et f n'apparaissent pas dans I'image d'un vecteur.

Une telle application
. (1 oy (Vf) - (avl + bvz) _(a by v
= (vz) TV T\ T \ewy +dv,) T ((; d) (vz)
qui transforme les vecteurs du plan est appelée application linéaire, elle est dé-

finie par sa matrice (g db) .

Cette application linéaire est associée a I'application affine
fx'=ax+b-yte
f'[y’=c-x+d-y+f
qui elle agit sur des points du plan.

Le sujet principal de ce cours est I'étude des applications linéaires.

Ces applications linéaires sont des applications dont les ensembles de départ et
d'arrivée sont /2 (ensemble des vecteurs du plan) ou V3 (ensemble des vecteurs
de I'espace), ou, plus généralement V, un espace vectoriel quelcongue.

Exercice 1

a) Décrire géométriquement les transformations f : OP — OP’ données algébri-
quement ci-dessous.

1y 7 2) 7+

y =x
b) Décrire algébriquement les transformations doennées ci-dessous.
1) Rotation dans le plan de 30°autour de I'origine O.
2) Rotation dans I'espace de 90? autour de I'axe Oz.
3) Projection orthogonale sur I'axe 0z.
4) Symétrie par rapport au mur suivie d'une projection dans la paroi.

x' =x
y'=x
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Espaces vectoriels

Groupe

On sait que I'ensemble des nombres entiers Z supporte une opération interne,
I'addition, qui satisfait a des propriétés algébriques : (I'addition est partout défi-
nie, elle est associative, il existe un élément neutre noté 0, chaque élément a pos-
sede un opposé noté -g, 'addition est commutative).

De maniere générale, tout ensemble G, muni d'une opération interne satisfaisant
aux conditions algébriques ci-dessus est appelée un groupe commutatif.

Exemples

e Z,R et C munis de I'addition forment évidemment des groupes commutatifs !

* Les ensembles V2 des vecteurs du plan et V3 des vecteurs de I'espace, munis
de l'addition vectorielle, forment des groupes commutatifs !

¢ R muni de la multiplication ne forme pas un groupe commutatif, pourquoi ?

Corps

On sait que I'ensemble des nombres réels R est muni de deux opérations in-
ternes, I'addition et la multiplication.

Par rapport a I'addition, R forme un groupe commutatif,

La multiplication satisfait a des propriétés algébriques : {la multiplication est as-
sociative, il existe un élément neutre noté 1, chaque élément a sauf 0 posséde un
inverse noté 2 la multiplication est commutative, elle est distributive par rapport
a I'addition).

De maniére générale, tout ensemble K muni de deux opérations internes (addi-
tion et multiplication) est un corps si les opérations satisfont aux propriétés sui-
vantes :

e K munidel'addition forme un groupe commutatif. (1'addition est associative,
il existe un élément neutre noté 0, chaque élément a posséde un opposé noté
-a, I'addition est commutative)

e K\ {0} formeun groupe pour la multiplication.
e La multiplication est distributive par rapport a I'addition.

Exemples

e @ R,Csontdescorps.

e L'ensemble V3 des vecteurs de I'espace, muni de 'addition vectorielle et du
produit vectoriel ne forme pas un corps car, par exemple, le produit vectoriel
n'admet pas d'élément neutre !
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Espaces vectoriels

Comme cela a été fait pour N et pour R ou peut caracteriser alpehriguement
I'ensemble des vecteurs du plan V2 ou de l'espace Vs. Un ensemble Voayant lex
méme propriétés algébriques que V; ou V3 est appelé espace vectoriel,

On obtient la définition.

Un ensemble V muni d'une opération interne (addition) et d'une opération ex-
terne (multiplication par un élément d'un corps K) est un espace vectoriel si les
operations satisfont aux propriétés suivantes :

¢ Vmunide l'addition forme un groupe commutatif.

e L'opération externe est partout définie.

o x(ya) = (xy)a pour tout x € K ety € K et pour toutd € V.
e la=a pour tout d € V.

o x(d+b)=xd+xb pourtoutx € Ketpourtoutd €Veth€eV,
e (x+y)d=xd+yd pourtoutx € Kety € K etpourtoutd € V.

On appelle vecteurs les éléments de I'espace vectoriel et scalaires les éléments
du corps K.
K est généralement le corps des nombres réels.

Exemples

V2, V3, P, muni de I'addition et de la multiplication par un réel forment des es-
paces vectoriels. (P, = ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n)

Exercice 2

Vérifier que R est un espace vectoriel réel,
Vérifier que C est un espace vectoriel réel.

Exercice 3
On consideére I'ensemble des vecteurs (g) muni des deux opérations :
a a»\ a1+az) ay _ rka
(bs) *+ (62) = (s 4 2) =t ¥(5)=(3)
Montrer que cet ensemble muni de ces deux opérations, n'est pas un espace vec-
toriel.

Dépendance et indépendance linéaire

Sil'on an vecteurs 4,d,,ds,...,d, d'un espace vectoriel, une combinaison li-
néaire des vecteurs &,,d,,d;,...,d, estunnouveau vecteur de la forme
X,0) + Xolly + X3dy + ...+ X,d, OU X1, X2, ..., Xn SONt des scalaires (nombres réels).

Algéhre linéaire, page 4



Dans un espace vectoriel, n vecteurs a,a,,as,...,d, sont dit linéairement indé-
pendants si la seule combinaison linéaire x,d, + x,d, + X35 + ...+ x,d, qui soit
€gale au vecteur nul correspond a des scalaires x; tous égaux a 0.

Dans le cas contraire, les vecteurs sont dits linéairement dépendants.

Base et dimension

Soit V un espace vectoriel et #,i,,us,...,4,, n vecteurs linéairement indépen-

dants.
U}, Uy, lis,..., i, forment une base de V si tout vecteur v de V peut étre exprimé

comme combinaison linéaire de ces vecteurs.

Donc, pour tout vecteur v de V, il existe n scalaires x1, x2, .., x» tels que v peut
étre écrit sous la forme x4 + x,ti5 + Xsi3 +...+ X4, . Les nombres x, x2, ..., xa sont

les composantes du vecteur v dans la base (u),u5,5,..-,4,).

Toutes les bases d'un espace vectoriel V ont le méme nombre de vecteurs. Ce
nombre est appelé la-dimension de V.

Théoréme
Soit (i}, >, Us,...,4,) une base de Vet v un vecteur.

La représentation du vecteur v dans la base (u,uy,t5,...,u,) est unique.

Démonstration

Supposons que I'on ait deux représentations de v comme combinaison linéaire
des vecteurs de base:

donc, puisque les vecteurs de bases sont linéairement indépendants,
=3=0,%-y,=0, 3—-y;=0et x, -y, =0

Sous-espace vectoriel

W est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel V'si W est un sous-en-
semble de V et si W est un espace vectoriel.
On peut montrer que W est un sous-espace vectoriel de V si pour tout élément g

et b de W, xa + yg est encore un élément de I'ensemble W

Exemple
V2 est un sous-espace vectorie] de Vs.

Algébre linéaire page 5



Exercice 4

a) Montrer que I'ensemble P» des polyndmes de degré inférieur ou égal 2 esl
un espace vectoriel puis donner une base de P..

b) Lespolyndmespi=x*+x+4, p2=2x2+x+9 et p3=x2+ 2x + 3 forment-ils
une basede Pz ?

¢) Montrer que I'ensemble des polyndmes p qu'on peut exprimer sous la forme

p=api+Bptyps (@ ERPERety ER)

forme un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel P..
Donner une base de cet espace.

Exercice 5
On note M, , I'ensemble des matrices carrées

M, ={(S 2) ol a €R,b ER,ceRetdeR}

Les opérations dans M, , sont définies de la fagon suivante :
Addition de 2 matrices
(a b)+(e f)_(a+e b+f)
c d g R/ \c+g d+h
Multiplication d'une matrice par par un scalaire
a b\ _ (ka kb
& (c d) E (kc kd)

a) Montrer que M,, forme un espace vectorie] réel.
b) Donner une base de cet espace vectoriel.

c) Montrer que {(g g) oila €ER, } forme un sous-espace vectoriel de M5 ,.

d) L'ensemble des matrices M, , forme-t-il un corps ?
La multiplication de deux matrices est définie (lignes par colonnes) par
(a b)_(e f) _ (ae+bg af+bh)
c d/ \g h) \cet+dg cf+dhr)

Remarque

V3 admet (en plus de lui-méme) des sous-espaces vectoriels
¢ de dimension 0 W, = {3},

» dedimension 1, W; = {V = ad)

» de dimension 2, W, = {¥ = ad + fb}.

Un sous-espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle {ou sim-
plement droite).

Un sous-espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel (ou simple-
ment plan.
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Exercice 6

Dans Vs on considére les vecteurs

By = =iy + i, + 20y, B, = 4y — 20, + iy et ¥y = 104, — 5, — 21l
a) Ces vecteurs sont-ils linéairement indépendants ?

b) Vérifier que les vecteurs p; = 2u; — i, et P, = U; forment une base du sous-
espace vectoriel engendré par les combinaisons linéaires des vecteurs

11, U, et v, puis décrire ce sous-espace vectoriel.

Exercice 7

Dans V; muni d'une base standard (orthonormeée), on donne des vecteurs.
Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel W engendré par ces vecteurs.

1 1 2
a) ﬁ1=(1) Uy = (2) etﬁgz(—l)
3
5
o = ()= (3 =)
4
B R S
c) v = 1 " 2=(‘2)etv3=(—4)
d) %, ()etvz—( )
e) 51=(6) etuz—(Z)
7 1

Vérifier que les deux derniers sous-espaces sont égaux, puis donner une base
orthonormée de ce sous-espace vectariel W.

1
()
2

Vérifier que ce dernier sous-espace de V; est également un sous-espace vecto-
riel du plan vectoriel défini aux points d et e.

Algebre linenire page 7



3 Applications linéaires

Soit I/ et W deux espaces vectoriels réels.
Une application f de V dans W est une application linéaire si les deux condi-
tions suivantes sont satisfaites :

f@+b)=f(@+f®b pourtoutd €Veth €V

f(Aa) = Af(a) pourtoutd € Veti €R

Exemples d'applications linéaires de V- dans V:

e symeétrie axiale
e rotation d'angle «

Exemples d'applications linéaires de V: dans Vs :

e rotation d'angle ¢ autour de Oz
e homothétie

Contre-exemple

e L'applicationde V> dans Vs, f:4 — X + (;) n'est pas une application linéaire.

Remarque
f linéaire = f(06) =0
et donc (contraposée)

f(0) #86 = f nonlinéaire.

Exercice 8
X

a) Vérifier que f: (y

X
) — (—y) est une application linéaire de V> dans V.

X
b) Vérifier que f: (y) — (1 ;x) n'est pas une application linéaire de 12
dans V2.
Exercice 9

Montrer qu'une application f d'un espace vectoriel réel ¥ vers un espace vectoriel
réel W est linéaire si et seulement si

f(xd + yb) = xf(d) + yf(b) pourtoutdeth €V et pour toutx ety € R.
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Exercice 10

Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

R— V, Vo:— ¥y
D x5 " 1) =63

V, — R R— V;
V() D fox ()
Exercice 11

On considére les transformations f de Vz dans V> données ci-dessous.

Décrire en termes géométriques la transformation f si elle est linéaire, sinon ex-
pliquer pourquoi elle ne I'est pas.

2 £:()= () b) £:(3) = (5)

9 1)~ (1) D £:(;)- ()
9 £:(;) = () 0 ()= ()

Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme de V dans W.

Deux espaces vectoriels Vet W sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de
sur W.

Exemples
Vz = VZ
1) x x \ estunisomorphisme de V2 dans V2.
f: (y) = (—y)
Va =3 P,

2 ~ est un isomorphisme V3 dans Ps.
)f:(b)»—éax2+bx+c R g :
re:

Algébre linéaire page 9



4 Noyau et image d'une application linéaire
Soit f une application linéaire de ¥ dans W.
On appelle noyau de f noté Ker(f), |'ensemble des vecteurs de V dont I'image par
festo.
Ker(f) = {%; f(#) = 0, € V}.
On appelle image de f noté Im(f}, I'ensemble des images par f des vecteurs de V.
Im(f) = {w; 37 € V avec, f(¥) = W}

Exemples
Vo, =V
1) _ x ¥y est une application linéaire de V> dans V> (exercice).
f: (y) 5 (y) :
Ker(f) = {#; ¥ = Auy}.

Im(f) = {; % = A (i)}

V; — 15
2) Ny X\ estune application linéaire de V3 dans V3 (exercice).
fily]—\{y
Z 0
Ker(f) = ensemble des vecteurs verticaux,

Im(f) = ensemble des vecteurs horizontaux.

V;, — R
3) x est une application linéaire de V> dans R (exercice).
f: (y) — X
Ker(f)=?
Im(f) =7

Théoreme

Soit f une application linéaire de I dans W.
1) Ker(f) est un sous-espace vectoriel de V.
2) Im(f) est un sous-espace vectoriel de W.

Algébre linéaire, page 10



Démonstration
1) EEKer(f)etEEKer(f).
Montrons que toute combinaison linéaire de @ et b appartient encore a
Ker(f).
s(0@+05)=0f (@) +f(5)=ad+p5 =5 Ok!
2) @eIm(f)eth cIm(f).
Montrons que toute combinaison linéaire de d et b appartient encore a
Im(f).
llexiste VeV et we ) tel que d = f (V) etl;.:f(ﬁ}).
mais ad +Bb =of (¥)+Bf (W) = f(av +pw) = f(Z).
donc o +Bb elm(f) OK!

Théoréme

Soit f une application linéaire de Vdans W.
f estun isomorphisme <= Ker(f)={3} et Im(f)=W.

Théoréme
Soit f une application linéaire de Vdans W: dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V).

Théoréme

Soit f une application linéaire de Vdans V.
Ker(f)={0} < l'image de toute base de V est une base de V.

Démonstration

= Soit (i;,+,1, ) une base de V.
Vérifions que f (ffl),---, f (ﬁn) sont linéairement indépendants :
Mf (i) + 0, f(5,)=0 © f(hpi++hi,)=0

S Ayt t A =0 Ay =0,
— 1¥1 nH 1
Ker(f)=0
< Posonsque f(¥)=3 etvérifions (en utilisant la propriété que I'image de

=0.

n

toute base est une base) que v =o.
F(#)=6 = f(vigg+--+v,id,)=0 = wf(if)++v,f(i,)=0
= v =0,-y, =0 =

g = (-). '
£ (@), f(i,) lin. indep.

<!

Algébre linéaire page 11



Définition

Une application linéaire f est dite réguliére si Ker(f) =4 sinon elle est dite sin-
guliére.

Donc f est dite singuliére si il existe v 23 avec f(V)=0.

Remarque

Si f est une application linéaire de V dans V alors:
f isomorphisme < f réguliére < Ker(f)={(5}
—— Im(f)=V <= f(base) = base

Exercice 12

Chercher les noyaux et les images des applications linéaires des exercices 10
et11
Donner dim(Ker(f)) et dim(Im(f))

Donner une base de Ker(f) et une base de Im(f)
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5 Matrices et applications linéaires
Si f estlinéaire, ona: f(?) = f(xU; + y4,) = xf (i) + yf (U;) pour tout vecteur
¥ = xU,; + yi,.
Dong, si I'on connait les images des vecteurs de base, on peut déterminer 'image
de n'importe quel vecteur.

Une application linéaire est donc définie par les images f(ii,) et f (i) des
vecteurs de base u; et U,.
Si f(u;) = au; + cu, et f(u,) = bui; + du, (les images des vecteurs de base)
alors I'image d'un vecteur ¥ = xu,; + yu, est

ax + by)

FB) = xf @) + yf @) = (ax + byt + ex + )i, = (2 D) ()= (5] dy

Les colonnes de la matrice d'une application linéaire sont formées par les images
des vecteurs de base.

Exemples

1) Considérons l'application linéaire f de V; dans V> donnée par f (%) = 3u; et
i) =1, —1,.
Cherchons alors I'image d'un vecteur v = 5, + 71 .
f@) = f(5u, + 71;) = 5f (W) + 7f (Uz) = 15%; + 7(dy — Up) = 22%; — 74,

On peut calculer I'image d'un vecteur ¥ = (g) a l'aide de la matrice

a=(p ) rrr@=( 3)()=(s2307) = (%)
A est la matrice de 'application linéaire f.

2) f de V:dans V2 décrit une rotation de 60°.
- . _ {cos(60°) =y —sin(60°))
Ona f(ul) - (sin(ﬁU")) et f(uZ) - ( COS(60°)

5%
) al'aide de la matrice

On peut calculer I'image d'un vecteur v = (y

. (cos(60°) —sin(60°))
~ \sin(60°)  cos(60°)

1 V3 x 1 V3
F@) =A-B= K N | _ 2X 7Y
A b E 1 N\ B 1
Exercice 13

Soit f: (;) — (xxt?) de V, dans V.
a) Vérifier que f est une application linéaire bijective (isomorphisme)
b) Déterminer l'image par f de la base (i,; u,) de V2

¢) Donner la matrice de f.

d) Trouver les vecteurs ¥, et 7, tels que f(¥,) = U, et f(¥,) = U,.

Algébre linégira page 13



On abien:

Les colonnes de la matrice M d'une application linéaire f sont formées
par les images des vecteurs de base.

4
Qqy qp 43| (=x Q- xtap-ytas-z
f(")zM"’z Q) Gy G ||V |F| 4y Xtay yta)y-z
a3 43y di3) \% a3 X+d3y+as3-2,

f(ul)=M‘ul= 253 022 023 10 (= 021‘1‘1'022'04-023-0 =|ayn
a3 a3 a3 ) \0) \ag;-1+as-0+ay-0) (a3

J

ay a ay) (0] (@-0+ap-1+a;-0). (a
i) =M iy =|ay ay ay || 1|=|ay-0+ay 1+ay-0|=|ay
(#3133 a33) \0) |a5-0+a3-1+a33-0) (a3
ay ap a3 (0] (@-0+ap-0+ay-l) (as)
f('%):M‘Es: ay; Ay ay || 0f=[ay-0+ay -0+ay-1|=|ay
ay) ayp ay)\1l) \a3-0+as -0+ay-1) \ag

Exercice 14

Trouver les matrices des applications linéaires de V2 dans V2 :

a)
b)

c)
d)

e)
f)

g)
h)
i)
i)
k)

Homothétie de rapport 3

Symétrie d'axe 0x,

symétrie d'axe Oy

Symeétrie centrale

Symétrie d'axe y = x

Rotation de 30°

Projection orthogonale sur I'axe Ox,
Projection orthogonale sur I'axe sur I'axe Oy

Projection sur I'axe Ox de direction d = ") + il

Projection orthogonale sur I'axe de direction d= 2u; + 31l
Symétrie d'axe de direction d= 20, + 3iiy

Affinité axiale d'axe Ox, de direction #, de rapport -2.

Affinité axiale d'axe Ox, de direction d = 1y + 1, de rapport 2.

Exercice 15

Décrire géométriquement les applications linéaires de V3 dans V3 données ci-des-

sous, préciser Im(f) et Ker(f) et donner leurs matrices.

x 0 b X x x X x

a) f:ly|=>y| DIf:|y|=>lyiadfgy|=|x| dAdf:y|>|y

z z Z —Z z X Z X
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Exercice 16

Trouver les matrices des applications linéaires de V3 dans Vs.

a) Symétrie planaire de planx =y

b) Rotation de 120° autour de 'axe de direction

¢) Projection orthogonale sur l'axe de direction d = i) + ity + iy
d) Projection verticale surleplanx+y=-z=0

e) Projection orthogonale surle planx+y-z=0
f) Symétrie planaire de planx+y-z=0
Exercice 17

A) SoitI'application f de V2 dans V> qui, a un vecteur ¥ fait correspondre le vec-
teur w= f(¥) obtenu par rotation de 90°.

a) Donner la matrice M de f dans la base {Jl; :}'2}

Trouver l'image de o, de a = 5i7,, de b= 3i, +1i, etde ¢ = au; +bii,

b) On considére 'application g = f < f, donner la matrice N de g puis véri-
fierque N=M-M

¢) On considére I'application h = 1, donner la matrice R de h puis vérifier
que M-R =1 ou I est la matrice identité.

B) Soit l'application fde V3 dans Vz qui, a un vecteur v fait correspondre le vec-
teur w = f (V) obtenu par rotation de 90° autour dé I'axe de direction u;.

a) Donner la matrice M de f dans la base (#;,; ;)
Trouver I'image de &, @ = Sii,, b = 3il;, € = 3ii; +ii; et d = ail, + bil, + cil;

b) On considére I'application g = f ¢ f, donner la matrice N de g puis vérifier
que N=M-M

c) On considére I'application A = f~?, donner la matrice R de h puis vérifier
que M-R =1 ou | estla matrice identite.

Exercice 18

Une application linéaire f de V> dans V> est donnée par son noyau
{35 =2(2 YT

Ker(f) = {”' v=2 (2) A E R} et par un vecteur invariant, ¥ = (_1),

Trouver la matrice de f.

Exercice 19

Une application linéaire f de V3 dans V3 est donnée par sa matrice

1/1 1 0
M=El 1 0
0 0 2

Déterminer les sous espaces vectoriels de V3 suivants : Ker(f) Im(f) et 'en-
semble des vecteurs invariants.
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6 Compositions d'applications linéaires

Soit f une application linéaire de U dans V et g une application linéaire de V dans
W.
A est la matrice de f et B la matrice de g.

Sih = g o f estapplication composée de f etg (h(V)= g(f(i?)), la matrice C de h
est le produit des matrices Bet A, donc C= B4

Remarque

Le produit matriciel se calcule lignes par colonnes

@b ceaXoivfionk Ll aj+bm+cp ak+bn+cq al+bo+cr
A-B=|d e f||m n o|=|di+tem+fp dk+en+fq dl+eo+ fr

2 B i}\p g9 r gi+thm+ip gk+hntig gl+ho+ir

Exercice 20

Calculer, si possible, les produits matriciels A-B et B-A

4
d | 2 A, R Y
2 4-( 2 3 B_[g] w a=(% 7) 53 } 2)
1 4
23 fa 0o e
) A_(l 5) B‘(3 d) A‘(z 93 B'[? l}
‘ 3 2
I 2083 (1 1 -3 4 7 4 -3
e} A=akst ¢ [wnsla B a=]2 1 6l @[5 1 B
7 8 9 3 ' 2 0 0 2 0 0

Exercice 21

f de V2 dans V7 décrit une rotation de 30°, g une rotation de 60°.
Donner la matrice A de f et la matrice B de g puis calculer A2, A3 et A-B

Exercice 22

On consideére l'application V3 dans V3 :

B T

f:v l—)w—ux(vxu) ou u ——ul+7u2

Décrire f géométriquement puis donner sa matrice P par rapport a la base
(iy; Uy; Us).

Calculer les matrices Q=1-P, P2, Q2 et P-Q oul estla matrice de I'application
identique.

Calculer le noyau et les vecteurs invariants de Q, puis décrire ¢ géométrique-
ment.
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Exercice 23
Soit f une application linéaire de V3 dans V3 telle que

a) Trouver 'image de @ = 2ii, — i, + i, et celle de b = xii, + yil, + zil;
b) L'application f est-elle bijective ?
c¢) Trouver l'image réciproque de ¢ = 2i; + 7ii, + 2u; puis celle de

d =Xu, + Vu, + Zii
=Y % 3
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7 Réciproque d'une application linéaire, matrice inverse

Soit une application linéaire f de V dans W.

f estinversible s'il existe une application linéaire f~!, de W dans V, telle que
f~'o f=1i,iétant I'application identigue ou identité.

£~ s'appelle I'application réciproque de f .

Si A estla matricedefet A7} cellede f~!,ona 471 4=4-471=1I,] étantla
matrice identité. 4! s’appelle la matrice inverse de la matrice 4 .

Remarque

finversible &= f réguliere < Ker(f)={5}

Exercice 24
Décrire, si possible, les réciproques des applications de 1'exercice 15.

Exercice 25

Calculer la matrice inverse de 4 en posant 4-A1=]

va=G )  maz(i01) aa-( D)

Calcul matriciel

Déterminant d'une matrice = det(4) = |4| =

11 Q2 dq3
dp; Qzz Gazj
a3y 4dzy; daszz
azz azsl |a12 a13| a2 a13|

-y -

a3z dzz A3z Q33 dzp; dz3
a11(@22033 — A32833) — Q21 (A12033 — A32013) + A31(A12023 — A22013)

a11'| a31'|

Propriétés du déterminant

e le déterminant est le résultat d'un produit mixte
¢ le déterminant ne change pas si on échange le réle des lignes et des colonnes
e le déterminant change de signe si on permute 2 rangées (lignes ou colonnes)

¢ le déterminant ne change pas si on ajoute a une lignes (ou colonne) une com-
binaison linéaire quelconque des autres lignes (ou colonnes)

e le déterminant est nul si une rangée est une combinaison linéaire des autres

rangées
* |A-B|=|Al|B|
A 11 A a;, A aqz 11 Qg2 Qg3
o Az az; y3 || =A-|q21 Q22 Qz3
U31 a3> a3z Q31 @3z da3
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A-ay A-ap, A-agg dip Q92 a3

8 A- Ay A Qyy Arax )| = A3:|ax1 0y an
razy Araz; Arasg a3y a3z dsz
a1y @z Gy3 i1 Q1 a3y
La matrice transposée de A = ( @21 32 Q3 |est ‘A=|Q2 Q22 a3
(31 a3z Qasz Q13 dz3 a3z

Inverse d'une matrice
Q11 Q12 Qi3

Etant donnée une matrice A = { @21 @z2 Q23 | et un élément a;; de 4, la ma-
31 a3z O3z

trice mineure M;; associée a I'élément a;; de la matrice A est la matrice 2x2 obte-

nue en supprimant de 4 la i*™ ligne et la j*™¢ colonne,

M= (0 an) M2 =y am)Mis= (s e )M =(ay )
Le déterminant de M;; est appelé le mineur de a;;

On appelle cofacteur de a;; le nombre 4;; = (—1)'*/ - det(M;;).

On a ainsi |A| = det(A) = a;q 411 + aq2 A1y + aq3 " Aq3.

@11 412 Q3 »
Lamatriceinversede A ={ @21 @22 dz3 | estlamatrice A~ = —- 'F,

14]
37 dzz d3zg
, 4 Ay A
ol =l Ay Ay Ay
Ay Ay Ass

Marche a suivre pour trouver l'inverse A~! d'une matrice A.

e Calculer le déterminant matrice || de la matrice A. S'il est nul A n'est pas in-
versible.

e Ecrire la matrice F formée des cofacteurs de la matrice A.

e Transposer la matrice F.
Q. . y 1
e Ecrirela matriceA™! = i ‘F.
Exercice: écrire la matrice A~! et vérifierque A- 471 = I.

Remarque
SiA estla matrice de falors

f réguliére <= A-! existe <= Det(4) # 0 <= Ker(f) ={o}
< f(base) est une base
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Exercice 26

{20 3 2ane S 1
Soit A = (4 =2 3) et B= ( 4 2 —3)

P W | —1 5 —3" "5
Calculer |4|, |B| et |A-B|

Exercice 27

SoitA = (; i) et B = (g :2) , calculer

det(A), det(B), A-B,det(A'B), A%, det(4™"), B!, det(B™")

Exercice 28

L] ) [
Calculer l'inverse des matrices A=|{1 1 1| et B={3 1 0
Fant,

0 [ L]
Exercice 29
-7 0 4
Une transformation linéaire f est donnée par sa matrice 4 = % 0 =5 0
4 0 -13

a) trouver la matrice des transformations f~! et (fo f )_l

b) trouver unvecteur v tel que f (V) =1, +5ii; — 22ii4
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Affinités générales

A une application linéaire f de V5 dans Vs correspond une transformation géomé-
trique de R3 dans R3 qui a un point P(x; y; z) fait correspondre le point

P'(x";y"; z) tel que f@) = OP.

On appelle affinité générale ou simplement affinité une telle transformation com-
posée avec une translation 0P’ = f(0P) + 00".

Une affinité peut étre exprimée par OP' = M - 0P + 00' ol M est la matrice de
I'application linéaire correspondante et 0’ est1'image de l'origine 0.
Sy b e R S
‘=cx+dx+f ““M_(C d)ESt
la matrice de l'application linéaire associés et 0'(e; f).

. ey e A # X
Une affinité du plan peut étre donnée par {y

Une affinité réguliere conserve le degré d'une équation; ainsi I'image d'une droite
est une droite, I'image d'un cercle est une ellipse et I'image d'un plan est un plan.
Une affinité conserve le parallélisme mais elle ne conserve généralement pas les
angles.

Exemple

L'affinité f décrit une rotation de 60° autour du point € (4; 2).
La matrice M d'une rotation de 60° (peu importe le centre de la rotation pour dé-

- Lot
terminer la matrice qui s'applique a des vecteurs) s'écrit M = \/25 12
. EZR—L)
- 3
X=X = + €
L'affinité s'écrit: ;A . Pour trouver e et f on utilise le fait que
I

1
¥ =Zxtoytf
1

4=24-Bo 4
C(4; 2) estun point fixe, donc que

2=C4+12+4f
1 V3
X'=-x—-"y+2+43
= e=2++3 et f=1—2V3,douf: 5 8

y’=?x+§y+1—2\f§

Exercice 30

. x\ _ (1 1 0y (*
On donne une affinité générale par (y') = (2) + (2 3) (y)
a) Trouver I'image de ladroited :x -y + 1 = 0 (aprés avoir déterminé I'équation

paramétrique de d).
b) Trouver I'ensemble des points qui ont comme image la parabole y = x2,
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Exercice 31

On donne une affinité du plan par sa matrice A = ((1) __21) et par I'image
0'(—4; 4) de l'origine.

a) Trouver les points fixes.

b) Trouver 'ensemble des points qui onit comme image la droite a’:x-y + 2 = 0.

c) ChercherI'expression de l'affinité réciproque.

d) Déterminer I'équation de I'image de la droite b:x-y +2 =0

e) Déterminer I'équation de I'image du cercle unité : x* + y? = 1.

f) Déterminer les équations des images des droites d:x +y +¢ = 0.

Exercice 32

a) Quel estle centre de la rotation que l'on obtient en effectuant d'abord une ro-
tation de 180° autour de A(1; —1) puis une rotation de -90° autour de
B(3;1)7?

b) Le céntre serait-il le méme sil'on avait composé les rotations dans l'autre
sens ?

Exercice 33

On donne l'affinité générale par z e

onne |'affinité g p 'S x—2y—3

a)

b)
<)

d)

Monter que I'affinité contient une droite invariante point par point, droite
dont on donnera ['équation.

Les verticales sont globalement invariantes, pourquoi ?

On considére le cercle trigonométrique ¢, T(0; 1) un de ses point et t la tan-
gente au cercle en T, ainsi que leurs images ¢', T’ et t' par l'affinité.
Trouver les coordonnées de T" et les équations de ¢’ et t',

Trouver un vecteur v dont l'image est horizontale.

En déduire les équations des tangentes au cercle dont les images sont hori-
zontales '

Interpréter géométriquement cette affinité.
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Exercice 34

‘ Pi= 2
Dans I'espace, on considére l'affinité f de matrice M = (2 -1 —1) qui laisse fixe
e Ll

le point A(1;1; 2).
a) Quelle est ’image de I’origine par cette affinité ?
b) Quelle est I’image par cette affinité du plan 7 contenant le point A et les vecteurs
1 Rl 2
= (0) eth = (1)?
2 1
¢) Quelle est ’image par cette affinité de Ia droite ¢ qui passe par A parallelement au

vecteur ¢ = Uy + i, ?

d) Quelle est I'image d’ par cette affinité de la droite d qui passe par B(1; 2; 3) paral-
[élement au vectéur d = 3%, + 2il, + 3, ? Vérifier que la droite d' appartient au
plan @ formé par le point 4 et les vecteurs @ et C.

e) Donner l'image P’ par f d'un point P(4; 2; 1).
Trouver les coordonnées du point P”, intersection de la droite passant par P paral-
lélement a b avec le plan a.

f) Décrire géométriquement I'affinité f.
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Valeurs et vecteurs propres

Un nombre A est appelé valeur propre d'une application linéaire f s'il existe un
vecteur p tel que f(p) = Ap (le vecteur p est paralléle a son image)

p estle vecteur propre de f associé ala valeur propre 4

Un vecteur propre de valeur propre A est appelé 1 — propre.

p est un vecteur A —propre si f(p) = Ap.

Un vecteur 0 — propre appartient a (Ker(f).

Un vecteur 1 — propre est un vecteur invariant.

L'image f (§) d'un vecteur A — prepre p (1 # 0) est paralléle 3 .

Remarques

Si p est un vecteur propre correspondant a la valeur propre 4, alors k- p est
également un vecteur propre de valeur propre A.

£k B)=k-£(5)= k-(2-F)=-(& -F)
Si p, et p, sont deux vecteurs propres correspondant a la méme valeur
propre 2, alors o.- p; + - p, est encore un vecteur propre de valeur propre A.

f(o By +B-By) = f(F)+B f(By) = (A B) +B-(A-B,)
=7L'(0L‘f51+5'f52)

L'ensemble de tous les vecteurs propres de f correspondant a la valeur

propre A forme un sous-espace vectoriel de V appelé espace-propre de /.

Jestune valeur proprede 4 <= det(4A- A1) =0
ATV=A-V & 4V-L-V=0 < (4-L1-I)-V=0
—> A-\-Isinguliere < det{4d-A-I)=0
On obtient donc les valeurs propres d'une application linéaire f décrite

par une matrice 4 en résolvant I'équation det(4 - 4-I) =0 ou/estla ma-
trice uniteé.

Le polyndme det(4 - A1) est appelée polyndme caractéristique de f.
L'espace propre de A est Ker(4 - A-])

A des valeurs propres distinctes correspondent des vecteurs propres linéaire-
ment indépendants.

Exercice 35

Trouver les valeurs et les vecteurs propres des matrices

A

1 -3 3 -3 1 -1
= (3 -5 3) et B= (—-7 5 —1)
6 —6 4 -6 6 =2
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Exercice 36
Une application linéaire f est donnée dans une base (;; ) par sa matrice A.

V4= ) wa=(C, ) 94=( o)

1 3

(1 =3 _ AT
Qa=(; ;) 9 A=|% |
2 2

a) Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de f.

b) Dessiner les vecteurs propres et construire I'image d'un vecteur v quel-
conque. .

c) Donner si possible la matrice B de f dans la base (3;; p,) formée de vecteurs
propres.

d) Calculer I'image de a = i) + i, et celle de b= D+ Dy

Exercice 37
i 2)

Une transformation linéaire f est donnée par sa matrice M = ( 5 4

Calculer les valeurs et les vecteurs propres de f et de f-1.

Exercice 38

Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des applications linéaires
données, dans la base (i;; u;), par les matrices ci-dessous puis décrire géométri-
quement ces applications.

2 4= Y ma=( 5 aa=(2 Haoa=(} %)

Exercice 39

Calculer valeurs propres et vecteurs propres des applications linéaires données,
dans la base (U,; U,; U3), par les matrices ci-dessous puis décrire géométrique-

ment ces applications
0 0 1. O
0 c) A=|1 0 O

i i
a) A=(0 0 1 b) A=
0 0 1 0 0 -1

[ R XY FRRNY Y
[ T FSRENT Y
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Exercice 40

Chercher les valeurs et vecteurs propres de I'application f donnée, dans la base

5 2 4
(U,; Uy; Uz), par la matrice M = %(2 8 —2).
4 -2 5
Cette méme application f peut étre décrite dans une base (@; b; €) par la matrice

100 .
A={0 O 0).Préciserlabase(&;b;é’).
0 0 1

Remarque

Si p est un vecteur A -propre de l'application linéaire f de matrice 4, alors
- 1 s R - L

* pestun vecteur - -propre de l'application linéaire £~ de matrice A™%;

« p estun vecteur A2-propre de 'application linéaire f o f de matrice A%;

* P est un vecteur A"-propre de l'application linéaire f o f o ---o f de matrice A™;
e e T
n fois

Espaces propres des matrices 3 x 3

1. L'équation caractéristique posséde 1 solution réelle A et 2 solutions imagi-
naires = l'espace propre correspondant est de dimension 1.

2. L'équation caractéristique possede 3 solutions réelles distinctes = Les 3

vecteurs propresp,, p, et Py sontlinéairement indépendants et chaque es-
pace propre est de dimension 1.

3. De fagon générale la dimension de l'espace propre de valeur propre A est don-

X 7%
née par les solutions du systéme de 3 équations M - (y) =A- (y) et cet es-

x 7
pace propre est

» Dedimension 1: une équation peut étre exprimée comme combinaison
des 2 autres.
Si p, est un vecteur propre de valeur propre 2, les vec-
teurs A — propre s'expriment par g = « - p, est l'espace
) — propre est donné sous la forme {g = a * p, }.

» Dedimension 2: les 3 équations sont équivalentes a une équation ax +
by+cz=0.

Sip, et p, est un vecteur propre de valeur propre 2, les
vecteurs A — propre s'expriment parp = a - p; + f - p;
est I'espace A — propre est donné sous la forme
{(p=0a'p+B P}

» Dedimension 3: les 3 équations se simplifient en une équation 0 = 0.
Tout vecteur est A, — propre propre et l'espace k. —
propre est V5.
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10 Changement de base

Soit B = (il,;%,; ). et B' = (&; b; &) deux bases de Vs,
On appelle matrice de changement de base, 1a matrice P qui au vecteur u; de B

— - —
fait correspondre le vecteur @ de B', au vecteur i, le vecteur b et au vecteur i  le

vecteur ¢ (donc Py =d, P-ii, =b et P-ii;=C).

Sia =ay) +ayi, + asis , b= b]u] +bytiy + b3u3 et ¢ = qu; +cytiy + cju; alors

a; by o .
la matrice P = (az b, cz) est la matrice de changement de base.
az b; as

Remarque

P est toujours inversible (pourquoi ?).

Exemple
Soit B = (Tiy;%,) et B' = (@ b) avec d =2u) +ii, et b = —2il, +ii,

0naP=G _12) et P‘1‘=£—];(_11 ;)

On vérifie facilement que P-u,=a et P-i, = b etque P l.G= u et

P_]'g=§2.

Nouvelie expression d'un vecteur lors d'un changement de base

Si v estI'expression d'un vecteur v dans une base B et ¥4 I'expression de ce
méme dans une base B’, alors

-P—l‘i?.E:ﬁﬁBf et P'I}‘E,=ﬁ3

Démonstration

a; by Cq
B =xly+yl, +zils =x'd+vb+22¢=x' (az) +y' (bz) + 2z’ (Cz)
as b3 C3
a; by e\ /x
_ ( b ) (y) |
as bg C3 7'

fg a4 bl C4 o x'
Donc (y) = (az b, cz) (y’) =P- (y’)
z a; b; c3/ \7 z'
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Attention

La matrice P permet de passer de la représentation d'un vecteur dans la base B' a
la représentation du méme vecteur dans la base B.

La matrice P! permet de passer de la représentation d'un vecteur dans la base B a
lareprésentation du méme vecteur dans la base B'.

Exemple
SoitB = (fl'l;z}'z) etB' = (fi;g) avec d=2u+i, et b = -2, +1ii,

Ona P = (i _12) et P71 =§(_11 é)

Si # = 3%, + 3t alors B, = P~1-6p = i(_11 g) ] (g) -

W o
I
= |0
p= T
-+
Bl w
=l

Exercice 41

Dans V2 on considére les bases B = (i;; U,) et B = (¥y; %,). avec v, = Uy + U
et vy, = ﬁl — Uz.

Donner la matrice de changement de base P et son inverse P~*

Exprimer les vecteurs @ = 3ii; —ii,, b =2, et ¢ =, +u, danslabase B'.

Exercice 42

Dans V3 on considére la base B = (uy; Us; Ui3). ainsi que la base B’ = (Uy; ¥,; ¥3).
o W, = —4ily — 21y, ¥, =3y + 24, —iiy et Vy = 8id; +4il, + i

Donner la matrice de changement de base P et son inverse P

Exprimer les vecteurs a =i + 2i,, b= it +31é5 et & = 2, —u; dans labase B',

Nouvelle expression d'une matrice lors d'un changement de base
Soit fune application linéaire et
e M lamatrice de fdans la base B donc M -vg =wp

¢ M'lamatrice de fdans la base B' donc M "V = W

= M >
- 5 _] - \ra » 1,1,3
Ona: M-vg=P-M"-P"-vp
e et Sl
Wp Vg Pl P
11'-5. = ]
- B i T Hf'B‘
1.1.'5 M

Donc: M=P-M'Plet M'=P L. M.P

Algébre linéaire, page 28



Définition

Deux matrices M et N sont dites semblables s'il existe une matrice P telle que
N=P1-M-P.

Deux matrices semblables décrivent la méme application linéaire dans des bases
différentes.

Exercice 43

a) L'application linéaire f de V2 dans V2 est donnée par la matrice M = (;L _52)

relativement 4 la base B = (u,; Uy) .

Soit¥; =u,—u, et ¥, =1, +1U,.

Vérifier que ¥, et ¥, forment une base B’ de V- puis chercher la matrice M’ de
f relativement a cette base.

Comparer det(M) et det(M') ou M’ est la matrice de f relativement a B’

b) L'application linéaire f de V3 dans V3 est donnée par sa matrice

1 A 2

A= %(2 4 4-) relativement a labase B = (Uy; Uy; ti3).
2 4 4

Donner la matrice de f relativement a la base B' = (¥;; Vy; ¥3) ol

Ty = Uy + 21y + 2Us, Uy = 2U; — Uy, et U3 = U, — s,

Décrire géométriquement l'application f.

c) Donner, par rapport a la base B = (uy; U,; U3)., 1a matrice M décrivant la pro-
jection orthogonale sur le plan définis par les vecteurs ¥; = i, et

= AT VI
Vy = Uz +Us.

d) Donner, par rapport a la base B = (ii;; Uy; U3), la matrice M décrivant une ro-

tation de 30° autour de l'axe paralléle a v, = ——gﬁ’z + gﬁ}

Exercice 44
a) L'application linéaire f de V3 dans V3 est donnée par la matrice

1 00 |

A"=10 1 0 ]danslabaseB’ = (Vy;v;V3)
0 0 2

ol Ty = U5, 5, = 2%, — 2, et 5, =5 Av

Donner la matrice de f dans la base B = (Uy; Up; U3).

b) On donne le plan (vectoriel) d'équation m:x —y = 0.
Donner une base orthonormée B" = (¥,; ¥,; U3) avec v3 perpendiculaire au
plan m, puis déterminer la matrice décrivant une symétrie planaire de plan m.
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11 Représentation d'une application linéaire dans une base de
vecteurs propres

Soit f est une application linéaire de V3 vers V3 possédant 3 vecteurs propres li-
néairement indépendants, p;, P et ps.

Ona f(By) = Ak “ Pr -
La matrice de f relativement a la base B" = (gy; P,; P3) formée des vecteurs

A4 0 O
propres s'écrit = (0 A, 0 ) .

0 0 A

N est une matrice réduite semblable {équivalente) a la matrice M de frelative-
ment & la base (#:#i:if3 ). '

Une matrice A est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice réduite
(réduite = diagonale).
Remarques

A diagonalisable &< A posséde 3 vecteurs propres linéairement indépendants.

A posséde 3 valeurs propres distinctes = A diagonalisable.

Exercice 45

Diagonaliser si passible les matrices suivantes

a=(; 3) B=(5 3)
c=(; ) p=(; ;)
1 2 -1
p_(t 4 =( K )
D SEE
- [l 10 0
G—(Z 4 2) H=(O 1 1)
i 4 3 0 1 -1
0 1 0 1 63 2
1=(—4 4 2) K=(0 2 1)
2 1 2 0 0 2

Algébre linaire. page 30



Exercice 46

Une transformation linéaire f de 'z dans V2 est donnée par sa matrice 4 = (0 2)

2 3
1) Calculer A1, A%, A3,
2) Calculer les valeurs et vecteurs propres de f et de f » f.

3) Choisir une base de vecteurs propres de f puis donner dans cette base la ma-
trice B de f.

4) Calculer B-1, B2, B3 et B.
5) En utilisant la base propre de f, calculer la matrice A".
Vérifier le résultat en posant successivementn=-1,n=1,n=2etn = 3.

Exercice 47

Deux villes X et Y totalisent une population d'un million d'habitants. La ville X est
plus agréable, mais la ville Y offre plus de possibilités d'emplois.

20% des habitants de Y partent chaque année habiter X pour avoir un meilleur
cadre de vie, et 5% des habitants de X partent chaque année habiter Y pour trou-
ver un meilleur emploi.

Sachant qu'a I'année 0, un quart des habitants sont en X, quelle est la population
deXetde Yauboutde1an, 2 ans, 5 ans, 10 ans, 100 ans ?
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12 Applications particuliéres

Applications symétriques
Une application linéaire f est symétrique < f(X)-y=X-f(¥) Vi.jeV.
Le symbole - est le symbole du produit scalaire.

Une matrice A est dite symétrique si elle est la matrice d'une application symé-
trique f relativement a une base orthonormée.

Propriétés des applications symétriques
e Asymétrique <= A symétrique par rapport a sa diagonale principale.
e fsymétrique — lesvaleurs propres sont réelles.

e fsymétrique <= les vecteurs propres de valeurs propres différentes sont
perpendiculaires.

e [symétrique = A estdiagonalisable.

Exercice 48
Dans une base orthonormée B = (U, ; U,; 1i3) on donne une application linéaire f
-10 -4 10
par sa matrice A =| —4 2 -—14}.
10 -—-14 -1
a) Vérifier que f est symétrique.

b} Vérifier que les valeurs propres sont distinctes et que les vecteurs propres
sont perpendiculaires entre eux.

Applications orthogonales
Une application linéaire f est orthogonale — f(X)- f(y)=X-7 VX, yeV.

Une application orthogonale conserve le produit scalaire et les propriétés y rela-
tives, comme les longueurs et les angles.

Une matrice A est dite orthogonale si elle est 1a matrice d'une apphcatlon ortho-
gonale relativement a une base orthonormee.
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Propriétés des applications orthogonales
e L'image d'une base orthonormée est une base orthonormée
(cette propriété permet de reconnaitre les matrices orthogonales)
® A orthogonale <= 4 =4"!
¢ A orthogonale = det(4) = 1
* A orthogonale = valeurs propres de 4 sont +1
¢ Lacomposition de deux applications orthogonales est orthogonale

e forthogonale =  f estune isométrie
Dans V3 s rotation autour d'un axe < Det(4) =1
e symétrie planaire et rotations < Det(4) = -1

Dans V2 e rotation <> Det(4) =1
e symétrie axiale <> Det(4) = -1

Exercice 49
_ p i Z e L
Vérifier que la matrice NG (_ 1 2

primée dans la base B = (u,; ;) est orthogonale puis déterminer la matrice in-
verse M~ (constatation ?).

) d'une application linéaire f de V2 dans V; ex-

Exercice 50
Décrire géométriquement les transformations orthogonales données dans la base

B= (r}']; Us; 1?3) par les matrices
4 -3 0
(3 4 0 )
0 0 -5

L 4 -3 0 L
A=§(3 4 0) B=E
0 0 5
. IZE [ ] e
3 2 2 -1 D=3 8 1 4
-1 2 2 —4 4 7

C =

Algébre linéaire page 33



13 Matrices et transformation géométrique de V;

Les droites (axes) de V; sont des droites vectorielles, elles ne sont définies que
par leur direction et généralement données par un vecteur. Elles forment un
sous-espace vectoriel de dimension 1 de V3.

Les plans de V5 sont des plans vectoriels, ils ne sont définis que par leur direction
et généralement donnés par 2 vecteurs non paralleles. On peut également définir
un plan par une équation cartésienne ax + by + cz = 0. Ils forment un sous-es-
pace vectoriel de dimension 2 de V3.

Dans V; une application linéaire transforme des vecteurs en d'autres vecteurs.
L'image d'un plan vectoriel est un plan vectoriel, une droite vectorielle ou le vec-
teur nul. L'image d'une droite vectorielle est une droite vectorielle ou le vecteur
nul.

A une application linéaire de V5 dans V; correspond une affinité générale de R>
dans R? (2 ne pas confondre avec les affinités planaires et axiales). Une affinité
générale peut étre donnée par l'application linéaire correspondante et par
'image de |'origine. Une affinité générale transforme des points en d'autres
points, elle transforme des droites, des plans en d'autres droites ou plans.

Homothétie de rapport k

k 0 O
Tout vecteur est k-propre. La matrice d'une homothétie est M = (0 k 0).
0 0 k

Projection sur un axe paralléle a d de direction paralléle a betat

L'axe est 1-propre (vecteur d).
La direction de projection est paralléle au plan
formé des vecteurs 0-propres (vecteurs b et ).

Dans labase B' = (d, b, &) des vecteurs

1 0 0
propres, la matrice s'écrit M’ = (U 0 0).
. 0 0 0

Projection sur un plan paralléle a @ et b de direction paralléle a ¢

Le plan est 1-propre (vecteurs d et b ).

La direction de projection est paralléle au vec- N \

teur 0-propre (vecteur ¢). N N /
Dans la base B’ = (d, b, &) des vecteurs ) \ \

1 0 0
propres, la matrice s'écrit M" = (0 1 0).
0 0 0
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Symétrie axiale d'axe paralléle a d (ou rotation de 180° autour de i)
L'axe de symétrie est 1-propre (vecteur a).

Le plan perpendiculaire a I'axe de symétrie est -1-propre (B et ¢, les deux perpen-
diculaires a d).

Dans la base B’ = (4, b, ¢) des vecteurs propres, la matrice s'écrit
SLS () 0

W= (0 L/ )
0O 0 -1

Symétrie planaire de plan paralléle 3 @eta b

Le plan est 1-propre (vecteurs d et b ).

La droite perpendiculaire au plan de symétrie est -1-propre (vecteur ¢ perpendi-
culaireadetab).

Dans labase B' = (g, b, ¢) des vecteurs propres, la matrice s'écrit

41 0 0
M'=({] 1 0).
I

Affinité axiale d'axe paralléle a 4, de direction paralléle 3 betacetde rapport k.

L'axe est 1-propre (vecteur a).
La direction d'affinité est paralléle au plan formé des vecteurs k-propres (vec-
teurs b et &).

Dans la base B' = (d, b, &) des vecteurs propres, la matrice s'écrit
1 0 0

M = (0 k 0).
0 0 k

Affinité planaire de plan paralléle 3 @ et a b, de direction paralléle a ¢ et de rap-
portk.

Le plan est 1-propre (vecteurs d et b ).
La direction d'affinité est parallele au vecteur k-propre (vecteur c).
Dans la base B’ = (@, b, C) des vecteurs propres, la matrice s'écrit

1 00
M = (0 1 0).
0 0 k

Rotation d'angle a autour de I'axe paralléle 2 @.

La matrice d'une rotation est une matrice orthogonale de déterminant +1.
L'axe de rotation est le vecteur 1-propre (&).
a = (D, f(#)) ol ¥ est un vecteur perpendiculaire a d.
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= -+ L .
Dans une base orthonormée B’ = (&, b, c), d étant le vecteur 1-propre, la matrice

1 - 0 0
s'écrit M’ = (0 cos(a) —sin(a:)).
0 sin(a) cos(a)

Description géométrique d'une application linéaire donnée par une matrice

1) Vérifier sila matrice est orthogonale et, si elle I'est, déterminer si son déter-
minant est égala 1 oua —1.

S'il est égal a 1, il s'agit d'une rotation autour du vecteur 1-propre (a détermi-
ner) d'angle a déterminer (angle entre un vecteur perpendiculaire a I'axe et
son image).

S'il est égal a —1, il s'agit d'une rotation autour du vecteur —1-propre (a dé-
terminer) d'angle a déterminer (angle entre un vecteur perpendiculaire a
I'axe et son image) suivie par une symétrie planaire de plan perpendiculaire a
'axe de rotation.

2) Calculer valeurs et vecteurs propres, en déduire une description géométrique.
Par exemple si les vecteurs propres p,, p, et p; sont perpendiculaires (2 a 2)
de valeurs propres 4; = 0, A, = Z et A3 = —2, la matrice décrit une homothé-
tie de rapport 2, suivie d'une projection orthogonale sur le plan perpendicu-
laire p, (paralléle A p, et p3), suivie par une symétrie d'axe paralléle 3 p,.

Exercice 51

On considére le plan 7z x-y = 0, ainsi que la droite d passant par l'origine paral-

l&lement au vecteur d = i, + 2, + 2Us.

a) On considére I'application linéaire f qui associe a un vecteur ¥ son symé-
trique par rapport a
Donner l'image par f des vecteurs de base (uy; u; u3), puis la matrice M de
cette symétrie ainsi que les matrices M2 et M -1,
Quels sont les valeurs et les vecteurs propres de f 7

b) Donner la matrice N de la projection orthogonale sur le plan 7 ainsi que les
matrices N2 et M N.

¢} On considére l'application linéaire g qui associe & un vecteur v sa projection

sur le plan z parallelement a d. Donner une base (91; D2; D3), par rapport ala-

1 0
quelle Ia matrice G’ deg s'écrit G' = (D 1 [})., puis déterminer la matrice ¢
' 0 0 0

de g par rapport ala base (%;; Uy; U3).
d) On considére I'application linéaire h, donnée, dans la base (ﬁl;ﬁz;ﬁ3), par la
-1 1 0
matriceH ={ -2 2 0]
-2 2 0
Trouver les valeurs et les vecteurs propres de H, puis caractériser géométri-

quement I'application h.
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Exercice 52
Dans I'espace muni ¢'un repere orthonormé standard, une transformation li-

a —b —a

néaire est donnée par sa malrice M = (—b a —a), a et b étant deux
a a b

nombres donnés.

1
a) Calculer I'image du vecteur ¢ (—1 ) et en déduire qu'il s’agit d'un vecteur
0
propre. Donner la valeur propre correspondante.

b) Sia =0etet b =1 M est la matrice d'une symétrie planaire. Par observation
géomeétrique, donner un vecteur perpendiculaire au plan de symétrie.

. 2 1 . . . .
c) Sia= ;et b= p expliquer pourquoi M est la matrice d'une rotation autour
d'un axe. Vérifier que ¢ est un vectear directeur de 'axe, puis déterminer
'angle de rotation.

Pour la fin du probléme, on choisita = | ¢t h = 2 sibien que

1= ae
m-(2 1 i)
1 1 2

d) Enadmettant que Det(M — AI) = =A% + 44* — 34, | désignant la matrice de
I'identité, déterminer les valeurs praopres de M. En déduire, sans nouveaux
calculs, que la matrice est diagonalisable.

e) Quels sont les vecteurs dont I'image par la transformation de matrice M est
nulle ?

Dans l'espace, on considére I'affinité de matrice & qui laisse fixe le point
A(1;1;1).

f) Quelle est 'image de I'origine par cette affinité ?

1
g) Onappelle  le plan contenantle point A et les vecteurs s = ( 1 )
—

1
etf = (—1). Quelie est 'image de ce plan par l'affinité ?
0
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