ETUDE D’UNE FONCTION

Ensemble de définition

+ Fonction du type : f(X) = oyX® + oy X" + ... + a1X + ag
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P

+ Fonction du type : f(x) = ,
Q(¥)

Ds = {xe R| Q(x) = 0}.

Exemples :

. X1 I
l. f(X) - m Df—R\{ 2, 3}

cos(X)

ii. f(x) = = cos0d)

Condition: 1-cos(x) =0 .

1-cos(x)=0«<cos(X)=1< x=2kn, k eZ, Dsf=R\2kn, k €Z}

+ Fonction du type: f(x) = a/g(x) :

Dr = {xeR[ g(x) = 0}

Exemples :

i f(x) = VX?-6x-7

Condition: x> — 6x - 7 > 0. Par le graph on conclut: x <-1oux>7

Dt = J-o0 ;-1] U[7 5+ oo
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ETUDE D’UNE FONCTION

. x2-9
ii. f(x) =
®) X-4
2_9> X<-3 ou x=3
Conditions: X9 0<:>{ d’ouDs=]-0;-3]U[3;4 U ]d;+ o]
Page | 2 X—4%0 X#4

+ Fonction du type: f(x) = loggxh(x) ,
Di={xeR |h(x)>0et 0<g(x) =1}
+ Fonction du type : f(x) = g(x)"™

D= {xeR | g(x) >0 et h(x) eR} = {xeDy | g(x) > 0}.

Exemples :
I. f(x) = In(x-1). Condition : x —1>0.Doncx >1donc Ds=]1; + oo[.

ii. f(x) = log(x?). Condition: x>0« x#0,donc D;=R".

1
iii. f(x) = ——
) In(x)
0 0
Conditions: x> = x> .Df=]0;1[U ] i+ oo
In(x) =0 X#1
iv. f(x) = log (X—_lj
X+2
Conditions: x+2 #0 < x = -2
x-1
(—)>0<:>x<-20ux>1 Dt =]- o0; -2[ U]1;+ oo
X+2
V. f(x) = In(x-1)
In(x+2)

Conditions: x-1>0< x>1
X+2>0 & x> -2
INnx+2) 20 < x+2 2l < x#-1

Di=1]1; + oo
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ETUDE D’UNE FONCTION

Parité

Définition : Une fonction f: A — R est dite paire si pour tout X € Aon a:
Page | 3
-x € Aet f(-x) = f(x)
Définition : Une fonction f: A — R est dite impaire si pour toutx € A on a:

-X € Aet f(-x) = - f(x)

Remargues :
e Le graphe d’une fonction paire a comme axe de symétrie I’axe Oy.

e Le graphe d’une fonction impaire a comme centre de symétrie 1’origine (0 ;0).

e L’ensemble de définition d’une fonction paire ou impaire est symétrique par rapport a 0.

+ Pour montrer qu’une fonction est paire ou impaire on suit les étapes:

- On controle si I’ensemble de définition est symétrique par rapport a 0.

- Ontrouve la valeur f(-x) et on la compare avec f(x).

Exemples :

i. f(x) =sin(x). D = R est f est impaire car sin(-x) = - sin(x)

ii. f(x) = cos(x). D = R est f paire car cos(-x) = cos(X)

iii. f(x) = jﬂ Di={x e R|4-x*>0}={x e R|x*-4<0}=(-2,2)
4 - x?
fox) = —S050 €O _ gy Donc fest paire.

\/4-(-x)2 ) J4 - X2
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ETUDE D’UNE FONCTION

2

iv. f(x) = — "; Di={xeR[1-x2>0}={x e R|x2-1<0}=(-1, 1)
1-x

(x)2—(-x) _ x*+x

Joeo? i

Page | 4 f(-x) =
Comme f(-x) = f(x) et f(-x) = -f(x), f n’ est pas ni paire ni impaire
v. f(x) = sin(x® — 5sinx + x). D; = R.

f(-x) = sin((-x)* — 5sin(-x) + (-x)) = sin(-x* + 5sinx -x) = -sin(x® — 5sinx + x) = -f(x).

Donc f est impaire
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ETUDE D’UNE FONCTION

Points d’intersection - Zéros

Rappels :
- Intersection avec I’axe Ox : On posey =0 < f(x) =0

- Intersection avec 1’axe Oy : On pose x = 0, alors on trouve la valeur f(0).

- Intersection de deux graphes : On pose f(x) = g(x).

Exemples :
i. f(x) = (x+1)e*,Df=R

axe Ox: f(X) =0 <> x+1=0<«<>x=-1care*>0 Vvx eR. Donc Iy = (-1; 0)
axe Oy : f(0) = 1.¢° = 1. Donc I, = (0 ;1)

2x-1

5 Di=R\(:3}

i, f(x) = ;

axe Ox : f(x) = 0 impossible car e** >0 vx eR.

1

et 1
axe Oy : f(0)= —= .Donc Iy, = (0, —
y : f(0) T 36 y=( 3e)

iii. f(x) = In(-x + 6). D¢ = ]-o0;6[
axe Ox : f(x)=0 < In(-x+6) =0 = -x+6=1<=>x=5.1,=(5;0)
axe Oy : f(0) = In6. Iy = (0 ; In6)

iv. f(x) = 46 et g(x) = e**%. On cherche les points d’intersection.

+3

fX)=gx) 4= < Ind+he*=neP < Ind-2x=x+3 o 3x=In4-3 <

3 _ In4-3 In4 3
¥ = In4 3On remplace en g : g In4-3)_ e 3 =gt .gl=z Jfe".gl= ﬂ Alors le point
_ 3
d’intersection est I = (Inz S;EJ
e
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ETUDE D’UNE FONCTION

Tableau des signes

Pour construire le tableau des signes on a besoin de :
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Exemples :

i. f(x) = (x+2)%e™. Df = R.

tous les points ou f(x) =0

f(x) =0 =(x+2)’ =0 <= x = -2

tous les points ou on ne peut pas définir la fonction f
factoriser f(x)

-00 -2 +00
(x+2)° + 0
f(X) + 0
ii. f(x) = In(x)-(In(x) — 2). D =10 ;+oo[
fx)=0<In(x)=0ouln(x) =2 < x=10ux = €.
0 +00
In(x) + +
In(x) - 2 ) n
f(x) - +
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ETUDE D’UNE FONCTION

Limites des fonctions exponentielles — logarithmiques

nbre nbre
Rappels: ——=0 — =
00 0
a>1 20 O<axl1
1 1
1 10
R , S I R TR
+ Fonction exponentielle f(x) =a*, a>0
+oo , o>l 0 , o>1
lim o* = {1 , a=1 lim o = , a=1
X—>+00 X—»—00
0 , o<l +00 , o<l
- En particuliere pour a =€ :
lim e* = +oo, lim ¢* =0, lim e* = e*o
X—>+00 X—>—00 X—)XO
Exemples:
X
i. f(x) = eX>* en -0
x? <
lim ————=0.Donc lim e¥®*=lime*=1
x——o X°-3x+4 X—>—00 Xx—0

XZ

i. f(x) = x4 en- oo
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ETUDE D’UNE FONCTION

2 x?

.X ) R .
lim — =-00. Donc lim ex* = |lim =0

x—>-0 X+4 X—>—00 X—>—00

1
iii. f(x) =xe* en+

1

.1 ) = ] )
lim ==0.Donc lim xex= lim x-lim "= +00-1 = +x©

X—>+0 ¥ X—>+00 X—>+00 X—0

21
iv.f(x)=e xen0"

1

. 1 . - ]
lim (——j =-0.Donc lim e X = lime* =0
x—0"\ X x—0" X0

+ Fonction logarithmique f(x) = logex , 0 < a# 1

f(x) = logex

.

. +oo , o>l
lim (log,x) =
—00

X—>+00 , O<a<l
lim (1 ) -0, o>l
im (log, x) =
Xs0* Ba +o0 , O<o<l

- En particuliére pour a =€ ona:

O<a<l

f(x) =

log.x

lim (Inx) = InXo.
X—X

lim (Inx) = +o0 lim (Inx) = -0
X—>+00 x—0"
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ETUDE D’UNE FONCTION

Exemples:
i. f(x) = In(x%) en +oo.

lim x* =+ 0. Donc lim In(x®) = lim In(x) = +
X—>+00

X—>+0 X—>+0

i, f(x) = |n(3j en +oo.
X

lim 1 0. Donc lim In[l): Iing In(x) = -oo.

X—+0 X X—>+00 X

iii. f(x) = lim [In(Inx)] en 17,
x—1*

lim (Inx) =In1 =0. Donc lim [In(Inx)] = lim[In(x)] = -co.
x—1" x—1* x>0

+ Encore de limites

20
y=e*
y=x
15
10
5
y = In(x)
-5 5 10 15 20
5

En observant les graphiques ci-dessus on conclut:
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ETUDE D’UNE FONCTION

. e . X"
lim —=+w lim—=0
X+ ¥ X—>+0 ex
. In(x . X"
lim #: 0 lim =+ o0
Page | 10 Xt X x>+ [n(X)
Exemples:
2
. . . X
i. lim x%>*= lim 2 =0.
X—>+00 X—>+0 ex

ii. lim (xX*+2)e*=0

X—>—0

iii. lim [x*e>*]. On a +0-0 mais comme I’exponentielle “court” plut vite lim [x*-€>*] = 0.
X—>-+00 X—>+00

: : 2 \5X1 — -

iv. lim [x%-e’"] = +o0-+00 = +o0.
X—>—00
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ETUDE D’UNE FONCTION

Asymptotes

Pour les asymptotes on a les régles générales :
+ Asymptotes verticales :

La droite x = X, est dite asymptote verticale (A. V.) de la fonction f si I'une au moins des

conditions suivantes est vérifiée :

lim f(xX) =0 lim f(x) =00 lim f(x) =
X—Xg X—>%g" X—Xo
. Alors on cherche les asymptotes verticales aux points ou la fonction n’est pas définie.

+ Asymptote affine (Omplique)

La droite d'équation y = mx + h est une asymptote affine (A. A.) de la courbe représentative de
la fonction f si
lim [f(x) - (mx+h)]=0

Les valeurs m et h sont calculés avec les formules suivantes :

m= lim ﬂ

Jim = h= Xlirpm [f(X) — mx] (idem en -0)

Remarque : Si m tend vers l'infini, alors il n'y a pas d'asymptote affine. Inutile donc d'essayer de
calculer h.

Remarque : Si m = 0 on cherche pour asymptote horizontale.

Attention ! L'asymptote affine n'est pas forcément la méme en +oo et en —oo. Il faut donc étudier
les deux cas. (C'est en particulier le cas avec des fonctions exponentielles ou la fonction

arctan(x)).
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ETUDE D’UNE FONCTION

Exemples :

i. f(x) = (x-2)-e*

Page | 12 AV.Comme Dr =R il n’existe pas.

AO.
2x
+oo:m = lim fx) = lim (x-2)e” = 1-(+w) = +o0. Donc il n” existe pas AO/AH quad x tend
X—+0 X X—>+30 X
VErs +oo.
2x
-o:m= lim Lt lim &:0

X——o X X—>—%0 X
h= lim [f(x)] = lim = [(x-2)-€*] =0
Donc en - « on a I’ asymptote horizontal y = 0.

3
In(x* +1) +x

i f(x) = . Dr = ]-1;0[ U]0;+0o]

AV. Les candidats sont x = -1 et x=0.

Xx=-1

3
lim {M+ x} =-ow-1=-c0. Donc la droite x = -1 est une asymptote verticale de f.

| In(x®+1 : :
lim {¥ + X} =0 (?) et donc pour x =0 on n’ a pas une asymptote verticale mais que un
X

x—0

«trou »
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3]

AO.
En + .
3
m=lim %) = jim {M+l}:l
X0 Y X—>+%0 X

h=lim [f(x)x]= XILrEO {M}: 0.

X—>+00

Donc la droite y = x est une asymptote omplique de f en +o0

En -

Méme comportement
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ETUDE D’UNE FONCTION

Dérivées

+ Dérivées des fonctions usuelles

Les tables ci-dessous regroupent les fonctions usuelles. a et # sont des constantes.

/) [ ) [ &) [ )
a 0 sin(x) cos(x)
x" nx"! cos(x) —sin(x)
5 1 1 2,
S 42 __ tan(x ——=1+tan"(x)
VA=A 2yx an(x) cos” (x)
In(x) L cot(x) —— } =—1—cot’(x)
X sin (x)
1 1
log,(x SR
0g,(x) Tna) aresin(x) N
e e’ arccos(x) —— 1 -
V1—x
, , 1
: 1 tan(x
a aln(a) arctan(x) T2
1
x| sgn(x) (x#0) arccot(x) — S
1+x
+ Régles de derivation
Soit fet g deux fonctions dérivables et A un nombre réel.
U (f+g' =f'+g 2 (-9 =f'-¢
3. (A = Af 5 (i) _[e—
g g

5. (fe)' =f"g+fg

6. (gof)'=lg'=f)f’

Exemples :
i. f(x) = x%*

f(x) = 2xe* + x%* = xe*(2 + X)
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ETUDE D’UNE FONCTION

100- (1)
(2

i, f) =) . (x)= (%}zp %

f'(x)=
Page | 15

< ||~

iv. f(x) = In(cos(2x+1))
£(x) _ =2sin(2x+1)

'(COS(2X+1))': ‘(—Sin(ZX-i-l))'Z_ cos(2x +1)

- cos(2x+1) cos(2x+1)

+ Tangente

La valeur f '(x) est la pente de la tangente a la courbe f(x) en x = xy.

La tangent du graphe de la fonction f au point X est donnée par la formule :
y — f(Xo) = f'(x0) (X — Xo)

Tangente horizontale < f'(x) =0

Exemple :
i. Donner 1’équation de la tangente au graphe de f, f(x) = In(x? -3x + 8), au point d’abscisse x = 1.
- f(1)=In(1-3+8)=1In6

2X—3
- f' X)= —— —
9 x2-3x+8
1
- f(1)= -=
(1) 5

- I’équation de la tangent est y — (In6) = —é x-)ouy= —é X +% +1n6

ii. f(x) = x*-e>™. Calculer les cordonnées des points a tangent horizontale.
- F(X) = 2xe> + x3(-1)e”* = xe>*(2 )

- ) =0 x®*2xX)=0<x(2-X)=0<Xx=00Ux=2

KALAITZI FANI 0799583810 kalaitzi.f@gmail.com



ETUDE D’UNE FONCTION

- x=0,f(0)=0,x=2f(2) =4e® Donc 1, = (0;0) et I, = (2 ; 4¢°)
iii. Pour quelles valeurs de a le graphe de la fonction f(x) = (x* + ax+1)e* admet — il deux points
a tangente horizontal ?
page | 16 f'(x) = (2x+a)e* + (xX*+ax+1)e* = eX(x* + ax + 1 + 2x + a) = e*(x* +(a+2)x+1+a).
/() = 0 < x* +(a+2)x+1+a = 0. Comme on veut 2 points il faut que A > 0. Alors,

A>0 < (a+2)’—4(1+a) >0 < a’ +4a+td —4—4a>0<=a’ >0 < a=0.
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Croissance — extremums

Page | 17 Soit f(x), une fonction définie sur I’ensemble |.

Si f(x) <0 alors f est décroissante sur |

Si f(x) > 0 alors f est croissante sur 1.

Définition : On dit que f atteint un maximum (minimum) en point Xq Si V X €l

f(x) < f(xo) (f(x) = f(xo)).

Le maximum (mininum) est la valeur f(xo).

4+ Pour étudier la croissance et I’extremum de f on construit le tableau de variations.

Le tableau de variations est le tableau des signes de la dérivée de f.

X=Xp.

Si f'(x0) = 0 et f” change le signe d’ un cote a I’autre alors f atteint un extremum en

Exemples

i f(x) = (-x*-2x)e*. Df=R

£/(X) = (-2x — 2)e™ - (-x? — 2x)e™ = e™(-2x — 2+X* + 2x) = e*(x%-2)
f(X)=0e (X*-2)=0<x=+2 oux=- 2.

-0 2 J2 +00
X -2 + 0 - 0 +
f + 0 - 0 +
F /! Max N Min /!

Max(f) = f(-12) = (-(—2) + 22 ) e = (242:2) &"

Min(f) = £(V2) = (-V22 - 22 )-e Vi = (2242 )¢
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ETUDE D’UNE FONCTION

Exemples entiers

Exemple 1:
Page | 18 <2
f

= Ensemble de définition :

Conditions : x > 0 et Inx #0 < x # 1. Donc Ds = ]0 ;1[U]1 ;+oo[
= Parité : ni—ni car le domaine n’ est pas symétrique
= Intersection avec les axes :

2
- Ox:y=0< X s0ex=0 Impossible.
Inx

- Oy :x =0 Impossible

= Tableau des signes

N + | +

Inx - 0 +

9 A

=  Asymptotes
AV : Les candidats sontx =0et x = 1.

2
. X . .
- X=0: lim— =0 Donc il n’ existe pas asymptote en x =0

x—0" |nX
x? x?
- x=1:lim— =+, lim— =-00. Donc la droite x = 1 est une AV.
x-1" [NX x—1" |nX
AO/AH :y =mx +h
. f(x . ox? X
m = Ilmﬁz lim = lim —=0
Xt X x—>+0 X|NX x>+ |nX

h=lim [f(x)—O- X] = lim f(x) = +oo. Donc il n’existe pas AO ou AH.

X—>+00

= Croissance — Tableau des variations
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2w o x(2Inx- 1)

F(x) = x _ 2CInx-x

In2x In%x In?x
v X(2Inx-1) _ _ 1 ) )
Page | 19 f(X)—OQT—OGX(ZMX- 1) =0<x=0o0ulnx= 5 ©X=00ux= Je
0 1 Je +00
X + |+ | +
2Inx-1 - | - 0 +
(Inx)’ + 0 + | +
f(x) - 0 +
) 7 T
= Graphe

&
h
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