LIMITES- ASYMPTOTES

CALCUL DE LIMITE QUAND x —Xg, Xo €R

Page | 1 + Limite d’une fonction continueena: | lim f(x) = f(xo) !
IXoXo_ . — !
Exemples :
i lim (3 G . 3
i. Im;(x +X) =8+2 =10 ii. limsin(x) =sin(=) = —
- . 3 2
+ Limite du quotient de deux fonctions | f(x) = N () I
I DX_ _I

a) dénominateur non nuI lim D(x)#0,ona lim NG - N(%)

XX, X=X D(x) D(XO)
Exemples :
2 - .
i GimSX 22 2 o g i SN sin0) g X2 -4
x>0 X+1 1 x>0 cos(x)+2  cos(0)+2 o2 x-1  J2-1
b) numérateur non nul et dénominateur nul lim D(x) =0, lim N(x)=0
L XX X—> X
On a trois cas possibles :
i. lim f(X)=+o0 ii. lim f(X)=-00 iii. lim f(x)n’existe pascar lim f(x)= lim f(x)
X=X X=X XX, XX XX
Exemples :
.. 2x-1 . -3
I I|m1 1 On remplace x = -1 pour vérifier que nous avons ce cas. On trouve o
x>-1 X+
On comprend que la limite est «o» On construit le tableau de signe de la fonction:
-0 -1 Zs +00
2x-1 - | - 0 +
x+1 - 0 + | +
f(x) + - 0 +
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. 2x-1 . 2x-1 . 2x-1
lim =40 et lim =-ooDonc lim
x>-1 X+1 x>-1" X+1 x—>-1 x+1

On conclut :

n’existe pas!

il. lim 5

On remplace x = 2. On trouve -1 .On comprend que la limite est «oo»
x-2 X —3X+2 0

On construit le tableau de signe de la fonction:
-0 1 2 3 +00
3-x + | + | + 0 -
X°-3x+2 + 0 - 0 + | +
f(x) + /) - + 0 -
On conclut : lim _ X3 . -0 et lim _Xx=3 = +o0. Donc lim—; x=3 n’existe pas!

x>2 X* —3X+2 x>2" X* —3X+2 x>2 x> —3X + 2

2

o —X— -2 -
i, IInE X(—l)z . On remplace x = 1. On trouve « o ». On comprend que la limite est «oo»

X! X_

On construit le tableau de signe de la fonction:
-0 -1 1 2 +00
X2-X-2 + 0 - | - 0 +
(x-1)° | + 0 + | +
f(x) + 0 - - 0 -
2 2 2
. —X=2 —X=2 —X-2
On conclut : Ilm% = -0 et X —X 5 -0 Donc lim X 5 -
X—1 (X—]_) x—1" (X—l) x—1 (X—l)
C) numérateur et dénominateur sont nuls lim D(x)=0, lim N(x)=0
X—> X X—>Xg
e N(x) et D(x) sont des polynomes : Il faut factoriser
Exemples :
2 2

- -2 . -2 . -2 .
i. lim2 X on remplace x =0. On trouveg. lim X —<X = I|mM = lim(x-2) =-2

x—0 X x—0 X x—0 x—0

2 0

ii. lim 5 . On remplace x = 2. On trouve — .

X—2 x“—5x+6 0
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2 B 2
On factorise : f(x) = 2X 4 - x4 (x4 .Donc lim 2X—4 im (x+2) _ -4,
xX“=5x+6  (x-2)(x-3)  (x-3) X2 X°-5x+6 x-2 (x-3)
Page | 3 e N(x) et D(x) ne sont des polynémes

Exemples :

(WX=2)(Wx+2) _ o (x)P-28 L x4

i = lim = —_—
OO TN kD) o (W) ()X +2)
= lim 1 = 1
X—4 (\/;.{.2) 4
TRT VX+5 -5 . (VX+5 =5)(Vx+5 +5)(V x— +4) (x-20)(vx— +4)
. lim = lim
k20 VX4 —4  x520 (Vx4 —4) (/x5 +5)(Vx—4 +4) Hzo (x-20)(V/x+5 +5)
. Nx—4+4 4
lim

x—20 VxX+5+5 - g

e Fonctions trigonométrigues.

Si on vérifie que le résultat est une forme indéterminée on essaie de factoriser. Trés souvent on

utilise les limites : lim % =1 et lim tanx =1

x—0 X x—0 X

Identites utiles

) . . A+B A-B A+B A-B
SINA + sinB = 2sin * cos Ccos A +cos B =2 cos * coS
2 2 2 2
] ] . A-B A+B A-B A B
SinA -sinB = 2sin cos b cos A - cos B = -2sin——sin -
2 2 2
2 .2 . . Ztan(l
COS 2X = C0S “X - sin“X sin2x = 2 sinx cos X tan2a = 5
1-tan“a
Exemples :
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.. 1-cosx _ ..  (+cosx)(l—cosx) _ ., l-cos®x _ .. sinx  _
I lim ———=lim =lim————=Ilm—— =

x>0 X x>0 X(1+ cos X) x>0 X(1+cosx) x>0 x(1+cosX)

i SINX__sinx _ g

x>0 X (1+cosx)
Page | 4

i, lim SNCX) _ iy 350G _ i, SINGX) _ 54 _ 5

x—0 X x—0 3x x—0 3x

+ Régles de calcul
Soit ¢ €R et k un entier strictement positif :
(#00) + (+00) = +o0 (-00) - (+0) = - o0 (+o0) + ¢ =40
00 00 = 00 o-C = (C=0)
() = () J+00 = (+00)
Qo0 Qo0
— = — =
C 0
C 0
— =0 — =0
o0 o0
Plus précisément :
. nbre, _0. nbre_ _0. nbre, —0. nbre_ —o.
+00 —%0 -0 400
nbre nbre_ nbre nbre
. =+ = 400 = =00 = -
0 0 0 0

+ - - +

Exemples :
2- -3
. lim ~. On remplace x = -1 et on trouve — . La question est si on a 0" ou 0. Comme le
x—-1 (X+1) 0
X2-4
dénominateur est toujours positif on a 0" et donc lim —— = -0

x—-1 (X+l) 2

Remarque : On pourrait directement faire le tableau des signes de la fonction.
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2

e . XS-
ii. lim
x>-1 xX+1

-3 . . , :
. On remplace x = -1 et on trouve e Mais dans ce cas le signe de dénominateur

n’est unique. Alors on prend les deux cas :

nbre . X4
X>-1<x+1>0: Alorson ale cas — et lim = -0,
x—=-1" X+1
nbre x2-

X<-1l<x+1<0: Alorsonale cas Oj e

Remarque : On pourrait directement faire le tableau des signes de la fonction.

2_ -
ii. lim x4 . Encore une fois on trouve—3. Il faut trouve le signe de (x+1)(x-2)(x-1)
x>-1 (x+1)(x-2)(x-1) 0

autour de x = -1.

On fait le tableau de signe pour le produit (x+1)(x-2)(x-1) :

-00 -1 1 2 +00
x+1 - 0 + | + 0 +
x-1 - | - 0 + | +
X-2 A i | i 0 +
produit - / / + // - / / +
2

Donc pourx>-1ona: nbre. et lim x4 = -0

0" x—>-1" (x+1)(x-2)(x-1)

2_
Pourx<-lona: nbre et lim x4 = +o0
0 x>-1 (Xx+1)(x-2)(x-1)

Alors la limite demandée n’ existe pas !

Remarque : On pourrait directement faire le tableau des signes de la fonction.

x3-3x% +2

iv. f(x) = . On cherche la limite quand x — 2.

-2 . , . L .
En remplagant on trouveF. Donc le résultat est o mais pour déterminer le signe il faut faire le

tableau de signes de la fonction f. Malheureusement les zéros du dénominateur ne sont pas entier
ou rationnel donc c’est tres difficile de trouver son signe. Mais grace aux regles de calcul on a

besoin que le signe du dénominateur !!

KALAITZI FANI 0763863810 kalaitzi.f@gmail.com




LIMITES- ASYMPTOTES

Page | 6 Ainsi : lim f(x) = - et lim f(x) = +o0. Donc la limite lim f(x) n’existe pas
X—2~ x—2" X—2
4+ Formes indéterminées:

9 E 00-0 00 - 00 00

0 o0

Il faut factoriser ou transformer la fonction.
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CONTINUITE DE LA FONCTION fen x, eR

Definition : On dit que la fonction f est continue en Xo €Ds si lim f(x)=f(x()
X—>X

Si f n’est pas continue en un point Xy de Dy on dit qu’elle est discontinue en Xo. Alors un cas des
cas suivants est vérifi¢:

i) lim f(x) n’existe pas i) lim f(x) = f(x,)

X=X

+ Fonctions définies par morceaux

On examine toujours si lim f(x) = f(x).

X—)XO
Exemples:
x?43x-2 1<x<2
i. f(x) =42x—4 2<x<3. Df=[14].

-2X+8 3<x<4

Pour x;=1ona:

lim f(x)= lim (-x*+3x-2)=0etf(1)=0,alors lim f(x) =f(1)., donc f est continue en x = 1
x—1" x—1" x—1"

Pour x;=2 ona:
lim f(x) = lim (-x*+3x-2)=0et lim f(x)= lim (2x-4)=0 et f(2) =0, alors

x—2" x—2" X—2+ X—2+
lim f(x) =f(2), donc f est continue en x = 2.
x—2

Pour xs=3o0na :

lim f(x) = lim (2x-4)=2et lim f(x)= lim (-2x+8)=2 et f(3) =2, alors lim f(x) =f(3),
x—3" * x—3

X—3" x—3" x—3
donc f est continue en x = 3.

Pour x4=4 on a:

lim f(x) = lim (-2x+8)=0cetf(4) =0, alors lim f(x) = f(4) donc f est continue en x = 4.
x—4" x—4" x—4"

Alors f est continue partout sur Ds
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CALCUL DE LIMITE QUAND x —x

+ Limite d’une fonction polynéme :
Page | 8

En +oo (resp - o), toute fonction polynome a la méme limite gue son terme de

degré le plus élevé.

Exemples :

i lim 0G-x+1) = lim (&) =+0 i, lim (-2x3-2x+1) = lim (-2x%) = -o0

X—>+00

X—>—00

ii. lim OG-x+1) = lim (%) = -0 I Puissance impaire
X—>—00

iv. lim (x*-3x*x%) = lim (x°) = +o0
X—>—© X—>—00

I Puissance paire
v. lim (x3-3x+2) = lim (-x®) = +o0
X——0 X—>—0
+ Limite d’une fonction rationnelle :

En +oo (resp - «), toute fonction rationnelle a la méme limite que le rapport des termes de plus

haut degré du numérateur et du dénominateur.

/ 0 sin<m \
. (ax"+a X"t +ax+ . ax" a .
|Im( n - n-1 — a1 ao) - n - =J" sin=m
x> (b x"+b X"+ X+b) o=b X b,
+o00U-00 Sin>m
Exemples :
2 2 2 2
.. 2X°=3x . 2X .2 . X =x+1 . 3X .3
L lim ——— = lim — = lim — i, lim ——— = lim — = lim —==0
x—+0 3X° —5x x—+0 3X X—>+0 3 X—>—00 X3+X X—>—0 X3 X—>—0 ¥
. 2X2 =X . 2x? ) o =2X3+2X =23 =2
i, lim = lim — = lim 2x =+ iv. lim ——— = lim — = —
X400 X 4 2 X—>+0 X X—>+0 x>0 3y _x x—-0 33X 3
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ASYMPTOTES

Page |

+ Asymptote verticale

La droite x = X, est dite asymptote verticale (A. V.) de la fonction f si I'une au moins des
conditions suivantes est vérifiée :

lim f(x) = o lim f(x) = )!irzlo f(x) =

X=Xy~ X—>Xg

J Alors on cherche les asymptotes verticales aux points ou la fonction n’est pas définie.

o Si lim D(x) =0, lim N(x) =0 on a une asymptote verticale x = X.
X—)XO X—)XO

+ Asymptote affine (Omplique)
La droite d'équation y = mx + h est une asymptote affine (A. A.) de la courbe représentative de la
fonction f si
Xlirpw [fX)—(mx+h)]=0

Les valeurs m et h sont calculés avec les formules suivantes :

m= lim M

h= lim [f(X) — mx] (idem en -0)

X—>+00 X X—>+00
Remarque : Si m tend vers l'infini, alors il n'y a pas d'asymptote affine. Inutile donc d'essayer de
calculer h.
Remarque : Si m = 0 on cherche pour asymptote horizontale.
Attention ! L'asymptote affine n'est pas forcément la méme en +oo et en —oo. Il faut donc étudier
les deux cas. (C'est en particulier le cas avec des fonctions exponentielles ou la fonction
arctan(x)).

. . , ) P(x)

+ Asymptote affine (Omplique) (d’ une fonction f(x) :ﬁ )
X
e Deg(P) <deg(Q) : AHy =0 (axe des x)
X+4
fx) = ——,AH:y=0
(=5 AHY

e Deg(P) =deg(Q) : AH y = quotient des coefficients des plus grandes puissances.
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-3x+4
2X+3

e Deg(P) =deg(Q) +1, on effectue la division euclidienne P :Q. Le quotient de

f(x) = .AH:y:%3

cette division est I’asymptote oblique.
Page | 10
2
f(X): LZX]' =x+5 + &_Ao:yzx+5
X—3 X—3
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